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1 はじめに

これは, 2011年 10月 11日から 14日までの期間に九州大学で行った集中講義を

まとめたノートです. 内容は若干味付けしてあります.

今回の集中講義ではどこかで聞いたフレーズですが, 「早い, うまい, 安い (?)」

を目標にしました. 集中講義のタイトルは「コンパクト群と作用素環」でしたが1,

実際には実数群も含めて群作用について大きく眺めるようにしました.

Tex化するにあたって, 講義でも述べましたが, 定義, 定理, 証明のようなあん

まりがちがちの数学にしないように努力しました. まとめるのは各自にまかせて,

完全にやり尽くさない方針です. また所々にある「問題」はほとんどレポート問

題として出したものです. これを随所に配置して授業のスピードアップを図りま

した. この備忘録代わりのノートが何かの役に立つとうれしいです.

2 von Neumann環

2.1 von Neumann環, factorの定義

今回興味のある von Neumann環は大抵の場合 (超積環を除いて)可分です. そ

れに伴ってHilbert空間も可分です. 可分でない von Neumann環の場合ともろも

ろの定義が少しずれますが, それは各自の調査にまかせて, この流儀で進むこと

にします.

H を Hilbert空間, B(H)を H 上の有界作用素のなす Banach空間とします.

H の恒等作用素 1を含む ∗部分環M ⊂ B(H)が弱位相で閉じているとき, von

Neumann環と呼びます. 部分集合 S ⊂ B(H)の commutant S ′を S ′ := {x ∈
B(H) | xy = yx, ∀y ∈ S}と定めるとき, M が von Neumann環であることと,

M ′′ = M が成り立つことは同値です (double commutant theorem). このことか

1ちなみに元々のタイトルは「Kac型コンパクト量子群と作用素環」.
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ら, 上の「弱位相で閉じる」というところを強位相, 強 ∗位相, σ弱位相, σ強位

相, σ強 ∗位相で取り替えてもよいことがわかります. M のユニタリのなす集合

を U(M)と書きます.

またM の predual M∗ も重要です. L1(H)をトレースクラス作用素のなす

Banach空間とすると, B(H)は Banach空間として L1(H)の双対空間となり, 汎

弱位相は σ弱位相と一致します. von Neumann環M は σ弱閉ですから, M の極

をM⊥ := {φ ∈ L1(H) | φ(x) = 0, ∀x ∈ M} とし, M∗ := B(H)/M⊥(商 Banach

空間)とすると, Banach空間としてM = (M∗)
∗であることが分かります. 今M∗

は具体的に構成したのですが, M の predualとなる Banach空間は自然に等距離

同型であることも知られています (Diximier). ちなみにC∗環で predualをもつも

の (W∗環と呼ばれる) は von Neumann環となる (Hilbert空間H上に正則かつ忠

実に表現できる) ことが知られています (境).

M の中心 Z(M) := M ′ ∩M がCであるとき, M は factorであるといいます.

すべての von Neumann環は factorの直積分の形をしているので, factorは根本的

に重要な von Neumann環であるといえます.

たとえば行列環Mn(C)は factorであり, 逆に, 有限次元な factorは行列環と

なります. その一般化で, B(H)も factorです. またもしも factor M がminimal

projectionをもてば, B(H)に同型となります. これ以外の無限次元 factorを構成

するにはどうすればよいのでしょうか.

2.2 Typeの分類

このノートでは, 有限型であることをトレースの存在で定義します.

定義 2.1. M を (可分)von Neumann環とする.

• 正則状態2 τ : M → Cが, τ(xy) = τ(yx)を満たすとき, τ を正則トレース状

態という.

• M が忠実3な正則トレース状態をもつとき, M は有限型であるという.

• M が有限型 factorかつ無限次元のとき, II1型 factorという.

非自明な事実として, M が有限型であることと, isometryは必ず unitaryであ

ることとは同値であることが知られています. すべての factorは I型, II型, III

型に分かれ, さらに II型は II1型, II∞型に，III型は IIIλ型 (0 ≤ λ ≤ 1)に細分

されます. I型 factorは前出のB(H)と同型, II∞型 factorは II1型 factorとB(ℓ2)

とのテンソル積 (後述)です. I, II型をまとめて半有限型といいます. これはト

2正則性: τ ∈ M∗, つまり, xλ
weak→ xのとき τ(xλ) → τ(x)ということ.

3τ(x∗x) = 0 ⇒ x = 0
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レース荷重 (τ : M+ → [0,∞]で忠実正則半有限トレース)をもつことと同値です.

Factor M が III型であるための必要十分条件はすべての 0でない射影 pは 1と

Murray-von Neumann同値4であることです. このことからたとえば, M と pMp

は同型であることが分かります.

さて II1型 factorの具体的構成を行いましょう.

例 2.2 (群-測度空間構成). Γを離散群, (X,µ)を原子をもたない確率空間としま

す. ΓがXに測度を保つ変換群として作用しているとします (µ(gE) = µ(E)). さ

らに, この変換群としての作用は自由5かつエルゴード的6 であるとします.

Γは L∞(X)に, αg(f)(x) := f(g−1x)で作用します. このとき, §3.4で説明する
接合積 L∞(X)⋊ Γは II1型 factorとなります.

たとえば, Γ = Z, X = T := {z ∈ C | |z| = 1}, とし, Xには弧の長さを測る確

率測度を与えておきます. 作用を n · z := e2πniθzと定めると, θが無理数であれば,

これは自由かつエルゴード的な保測変換を定めます. それゆえL∞(T)⋊α Zは II1
型 factorとなります.

例 2.3 (群 von Neumann 環). Γ を離散群とします. ℓ2(Γ) := {ξ : Γ → C |∑
g |ξ(g)|2 < ∞} とし, Γの左正則表現を λgξ(h) := ξ(g−1h)と定めます. この

とき λg たちで生成される von Neumann環 L(Γ)を群 von Neumann環と呼びま

す. 群 von Neumann環は必ず有限型となります. 実際, δe ∈ ℓ2(Γ)を単位元 e ∈ Γ

で 1, 残りは 0を取る関数として, τ(x) = ⟨xδe, δe⟩ とすれば, これは忠実正則ト

レース状態です.

問題 2.4. L(Γ)が II1型 factorであるためには, Γが ICCであることが必要十分

であることを示せ.

たとえば無限対称群S∞ :=
∪
N SN や自由群 Fn (n ≥ 2)の群 von Neumann環

は II1型 factorであることが分かります. この 2つの環は非同型であることが知

られています.

例 2.5 (無限テンソル積構成). AをUHF環M2∞ :=
⊗∞

n=1M2(C)とします. これ

はトレース状態 τ をただ一つもちます. τ でGNS表現し, πτ (A)の弱閉包をM と

すれば II1型 factorとなります. 無限テンソル積については後述します.

2.3 有限個のテンソル積

M ⊂ B(H), N ⊂ B(K)を von Neumann環とします. このとき代数的なテン

ソル積M ⊗alg N = {
∑n

i=1 xi ⊗ yi | xi ∈ M, yi ∈ N} は ∗環となり, テンソル

4p ∼ q ⇔ ∃ v ∈ M, p = v∗v, q = vv∗
5ほとんどすべての x ∈ X に対して, Γ ∋ g 7→ gx ∈ X が単射.
6gE = E, ∀g ∈ Γ ⇒ E = ∅または E = X (測度零集合を除いた等号).
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積 Hilbert空間H ⊗ K に忠実に作用します. B(H ⊗ K)の中で弱閉包を取った

ものをM ⊗N と書き, von Neumann環のテンソル積といいます. テンソル積と

commutantの間には次の奇跡的な関係があります.

定理 2.6 (冨田). (M ⊗N)′ =M ′ ⊗N ′.

この定理を自明な等式 (A⊗B)∨ (C ⊗D) = (A∨C)⊗ (B ∨D) に応用すると,

共通部分についての等式

(M ⊗N) ∩ (P ⊗Q) = (M ∩ P )⊗ (N ∩Q)

を得ます. よって

Z(M ⊗N) = (M ⊗N) ∩ (M ⊗N)′ = (M ⊗N) ∩ (M ′ ⊗N ′) = Z(M)⊗ Z(N)

となり, とくにM,N が factorであることと, M ⊗N が factorであることは同値

であることが分かります.

2.4 単射性とAFD

Von Neumann環M の中に, 行列環の増大列M1 ⊂ M2 ⊂ · · · で
∪
nMnが弱稠

密になるように取れるときM をAFD (approximately finite dimensional) であ

るといいます7. 例 2.5でできる環はAFD II1型 factorです.

定理 2.7 (Murray-von Neumann). AFD II1型 factorはすべて同型である.

環が AFDであることを見るためには, 内部構造をよく把握しなくてはならな

いので一般に大変です. 例 2.2で出てきたL∞(T)⋊α Zは, エルゴード理論の結果

(II1型のエルゴード変換は軌道同型の意味で一意的) を援用することで例 2.5の

環と同型であることがいえます (くわしくは [13, 14]参照).

ここでAFDよりも弱い (ように見える)性質である単射性について復習してお

きます. Von Neumann環M ⊂ B(H)が単射的 (injective)であるとは, (正則とは

限らない)ノルム 1射影 E : B(H) → M が存在することをいいます. この性質

がM のHへの表現によらないことを見るには, von Neumann環の準同型が「増

大, 可換子環の射影でカット, 空間同型」で得られることをおさえればやさしいで

しょう.

問題 2.8. AFDならば単射的であることを示せ. Hint: 行列環のときにまずやる.

次に単射的部分環の増大列は単射的であることを超フィルターを使って示す. M

のノルム閉球は弱位相でコンパクトであることを利用する.

7超有限 (hyperfinite)ともいう.
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実は都合のいいことに, 単射性はAFDを導きます [2].

定理 2.9 (Connes). 可分な von Neumann環に対して, 単射性とAFD性は同値.

例 2.2のL∞(T)⋊α Zが単射的であることを見るのはやさしく (実際この接合積

は, L∞(T)⊗B(ℓ2(Z))へのZ作用の固定点環に等しい), Connesの定理からAFD

であることも分かります.

3 群作用と接合積

この節では作用素環への群の作用というものを考えます.

3.1 自己同型群

Aut(M)をM の自己同型群とします. つまりM の全単射な ∗準同型の集まり
です (正則性は自動的). ユニタリ u ∈ M に対して自己同型 Aduを Ad u(x) =

uxu∗ として定めます. Ad uの形をしている自己同型を内部的自己同型 (inner

automorphism)といい, そうでないものを外部的自己同型 (outer automorphism)

といいます. 内部的自己同型のなす集合を Int(M)と書きます (intérieurから). C∗

環の場合は Inn(A)と書きます. 次の結果は基本的です.

問題 3.1. Aut(B(H)) = Int(B(H)).

つまりB(H)には外部的自己同型が存在しません. 他の環の外部的自己同型の

構成については後述するので, ひとまず置いておいて先に進みましょう.

3.2 群作用

自己同型の列 αnが αに収束することを,

lim
n→∞

∥φ ◦ αn − φ ◦ α∥ = 0, ∀φ ∈M∗

であることと定めると (u-topology), Aut(M)は Polish群となります.

Gを局所コンパクト群, α : G→ Aut(M)を群準同型とします. αが連続である

ときに作用 (action)と呼びます. 連続性の条件 limg→e φ ◦αg = φ, ∀φは, Mが II1
型 factorのときは,

lim
g→e

∥αg(x)− x∥2 = 0, ∀x ∈M

と同等です. ここで ∥x∥2 := τ(x∗x)1/2. つまり, g → eならば強位相で αg(x) → x

ということです.
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C∗環への群作用は, limg→e ∥αg(x)− x∥ = 0がC∗環の各点 xで成り立つことを

意味します.

作用αからは,不動点環 (fixed point algebra)Mαと接合積M⋊αGが出来ます.

ここでは不動点環だけ定義しておきます. Mα := {x ∈M | αg(x) = x,∀g ∈ G}.

例 3.2. U : G → B(H)を (強連続)ユニタリ表現とします. このとき AdUg は

B(H)への作用を定めます. またもし von Neumann環M ⊂ B(H)を不変にして

いれば, AdUg|M はM への作用を定めます.

例 3.3. AをC∗環, G
α↷ Aを作用とし, 状態 φを不変にしているとします. この

ときGNS Hilbert空間Hφ上にGのユニタリ表現が Ugπφ(x)ξφ = πφ(αg(x))ξφに

よって定まります. すると πφ(A)
′′は AdUg によって不変であり, πφ(A)

′′への作

用を定めます.

例 3.4. α, βをGのM,N への作用とすると, αg ⊗ βgはM ⊗N への作用となる.

例 3.5. α ∈ Aut(M)は作用 Z ∋ n 7→ αn ∈ Aut(M)を作る.

例 3.6. 入れ替え自己同型 σ : M ⊗M ∋ x⊗ y 7→ y⊗ x ∈M ⊗M はZ/2Zの作用
となる. 一般に n回テンソル積M⊗nには対称群Snが作用する.

3.3 無理数回転環

作用を考えると, いろいろと環の構造が分かることがあります. 例として無理

数回転環Aθを考えます. これは二つのユニタリ u, vで生成されたC∗環で次の関

係式をみたす普遍的なものです: uv = e2πiθvu. θは無理数です. さて γ, γ′ ∈ Tに
対して, uを γuに, vを γ′vに置き換えても同じ等式が成り立つことに注意しま

しょう. Aθは普遍性をもつので,

α(γ,γ′)(u) = γu, α(γ,γ′)(v) = γ′v

となるα(γ,γ′) ∈ Aut(Aθ)が存在します. 写像α : T2 → Aut(Aθ)が作用を定めるこ

とは明らかでしょう.

ここで次の写像 τ : Aθ → Aθを考えます.

τ(x) :=

∫
T2

α(γ,γ′)(x) dγdγ
′ =

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

α(eix,eiy)(x) dxdy.

この写像の値域は αの固定点環Aαθ := {a ∈ Aθ | α(γ,γ′)(x) = x, ∀γ, γ′ ∈ T} に等
しく, τ |Aα

θ
= idがいえます. コンパクト群の作用については,いつでもこのように

して固定点環へのノルム 1射影を作ることができます. 今の場合Aαθ = Cであるこ
とを示しましょう. そのためにノルム稠密な部分環A∞

θ := span{umvn | m,n ∈ Z}
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を準備します. すると, α(γ,γ′)(u
mvn) = γmγ′numvnであるため, τ(umvn) = δm,0δn,0

であることが分かります. 特に τ(A∞
θ ) = Cとなります. τ はノルム連続ですから

Aαθ = τ(Aθ) = Cが分かりました. つまり積分で平均化する写像 τ は Aθの状態

です.

問題 3.7. τ は忠実トレース状態であることを示せ.

一般に固定点環が自明な作用をエルゴード作用と呼びます. 実は上の問題は群

が一般のコンパクト群であるときにもなりたちます [4].

定理 3.8 (Høegh-Krohn-Landstad-Stømer). G
α↷ Aをコンパクト群の単位的C∗

環A(あるいは von Neumann環でもよい) へのエルゴード作用とする. このとき

τ(x) :=
∫
G
αg(x) dgは忠実 (resp. 正則)トレース状態である.

コンパクト群のエルゴード作用が見つかると, このようにいろいろと強い性質

が分かります. たとえば環が核型であることが分かります. これを少し一般化し

た形で証明してみましょう.

定理 3.9. G
α↷ Aをコンパクト群の作用とする. もしAαが核型 (nuclear)であれ

ば, Aも核型である.

証明. BをC∗環として, 自然な全射準同型 q : A⊗max B ∼= A⊗min B の単射性を

示す. まず αg ⊗ id ∈ Aut(A⊗alg B)はA⊗max BとA⊗min Bに拡張する. これら

をそれぞれ βg := αg ⊗max id, γg := αg ⊗max idと書く. 固定点環へ落とす射影を

Eβ :=
∫
G
βg dg, Eγ :=

∫
G
γg dgと書くと, 次の可換図式ができあがります.

A⊗max B

Eβ

��

q //

⟲

A⊗min B

Eγ

��
(A⊗max B)β

q // (A⊗min B)γ

これはA⊗maxBにおいて稠密な部分環A⊗algBの行き先を調べれば分かります.

A ⊗max B において, Eβ(A ⊗alg B) = Aα ⊗alg B ですから, (A ⊗max B)β =

Aα ⊗alg B
∥·∥max

となります. 同様に (A⊗min B)γ = Aα ⊗alg B
∥·∥min

. ただこの時点

では閉包を取っているノルムはA⊗alg Bの極大ノルムを制限したものであって,

Aα ⊗alg Bの極大ノルムではないことに注意しておきましょう.

しかし,今Aαは核型なので,これらのノルムは一致しなくてはなりません. した

がって (A⊗maxB)β = Aα⊗maxBが分かります (自然な対応での等号). 一方, 極小

ノルムを制限したものはいつでも極小なので,自然な等号 (A⊗minB)γ = Aα⊗minB

が成り立ちます. まとめると次の可換図式ができます.

A⊗max B

Eβ

��

q //

⟲

A⊗min B

Eγ

��
Aα ⊗max B

q // Aα ⊗min B
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さて x ∈ A⊗max Bが q(x) = 0であったとしましょう. すると q(x∗x) = 0であ

り, 上の可換図式から q(Eβ(x
∗x)) = 0となります. Aαは核型ですから, 下の ∗準

同型 qは単射です. よってEβ(x
∗x) = 0です. ところでEβ =

∫
T βg dgと自己同型

の平均で定義されているので, βg(x
∗x) = 0が各 g ∈ Tについて言えます. よって

x = 0です.

というわけでAθは核型であることが分かります. ちなみに一般には, A ⊂ Bで

あっても自然な ∗準同型A⊗max C → B ⊗max Cは単射とは限らないので注意し

てください [1].

次にAθが単純であることを見ましょう. 近似的に内部的な自己同型を次のよ

うに定めます:

Inn(Aθ) := {α ∈ Aut(Aθ) | ∃u1, u2, · · · ∈ U(Aθ) s.t. α = lim
n→∞

Adun}.

重要なことは各α ∈ Inn(Aθ)は,閉イデアルを大域的に不変にするということで

す. α(γ,γ′) ∈ Inn(Aθ)が示せたと仮定します. すると非零閉イデアル Iが 1を含む

ことを次のように示せます. 非零な x ∈ Iを取ってきます. すると τ(umvnx) ̸= 0

となるm,nが存在します (τが忠実であることと, A∞
θ が稠密であることから). し

たがって y := umvnx ∈ Iとすれば, 0 ̸= τ(y) =
∫
T2 α(γ,γ′)(y) dγdγ

′となります.

しかし右辺の積分の中身は Iに含まれるため, その積分も Iに含まれます. よっ

て非零なスカラー τ(y)が Iに含まれることになり, I = Aθが分かりました.

そこで α(γ,γ′) ∈ Inn(Aθ)を示すことにします. それには α(γ,γ′) = α(γ,1)α(1,γ′)

だから α(γ,1), α(1,γ′) ∈ Inn(Aθ)を示せばよいです. 対称性から α(γ,1)のみ考えま

す. 今 {e2πniθ | n ∈ Z}が Tで稠密であることを思い出すと, n1, n2, · · · ∈ Zを
e−2πnkiθ → γとなるように取ることが出来ます. Ad vnk が α(γ,1)を近似すること

を見るのは易しいです.

別の応用もあります. τ ′ を別のトレース状態とします. 各 α ∈ Inn(Aθ)は τ

を不変にすることから (τ ◦ Adu = τ を思い出す), τ ′ ◦ α(γ,γ′) = τ ′ が分かりま

す. 左辺で (γ, γ′) ∈ T2について平均を取ると, τ ′(τ(x)) = τ ′(x)となり, もちろん

τ(x) = τ ′(x)です. つまりAθのトレース状態は τ の 1つだけであるということが

分かりました. 特にAθをGNS表現してできる von Neumann環 πτ (Aθ)
′′は II1型

factorであることが分かります.

まとめ 3.10. Aθの単純性, 核型性, トレース状態が 1つしかないことがコンパク

ト群 T2の自然な作用を考えることによって明らかになった.

問題 3.11. Cuntz環に対して同様の考察を行えるかどうか調べよ.
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3.4 接合積

さて von Neumann環に話を戻して, G
α↷ M を局所コンパクト群 Gの von

Neumann環M ⊂ B(H)への作用とします. αが例 3.2のようにユニタリ表現か

ら来るもの (共変表現) ととらえたいことが時々あります. これを可能にする 2つ

の重要な方法があります. 1つ目は標準型と呼ばれるHilbert空間HにM を表現

すること, もう 1つは接合積を使うことです. 今回は接合積について説明します.

L2(G)によってHaar測度で 2乗可積分な関数のなすHilbert空間として, H̃ :=

H ⊗L2(G)とHを膨らませます. この空間の上にM の表現とGのユニタリ表現

を次のように定めます.

(πα(x))ξ(g) := αg−1(x)ξ(g), (λαg ξ)(h) := ξ(g−1h).

ここで λαg = 1⊗ λgに注意しておきます (λgは左正則表現). すると容易に次の式

が導かれます.

λαgπα(x) = πα(αg(x))λ
α
g

よって λαg が αgを implementします.

さてM のコピー πα(M)とGのコピー {λαg }g∈Gから生成される von Neumann

環を接合積 (crossed product)と呼びM ⋊α Gと書きます. つまり

M ⋊α G := πα(M) ∨ {λαg }′′g∈G.

3.5 ユニタリ表現で implementされた作用

作用G
α↷ M がユニタリ表現 U : G → B(H)から来ている時, M と U(G)で生

成される環と, M ⋊α Gを比べることを考えてみます.

問題 3.12. ユニタリ V ∈ B(H̃)を

(V ξ)(g) = Ugξ(g)

と定める. 次の等式を示せ.

V πα(x)V
∗ = x⊗ 1, V λα(g)V ∗ = Ug ⊗ λg.

この結果から

AdV : M ⋊α G→ (M ⊗ C) ∨ {Ug ⊗ λg | g ∈ G}′′ (3.1)

は空間的な同型であることが分かります. この議論でとくにM を無視してやる

と (あるいはM = Cのとき), 左正則表現を増幅した表現 1H ⊗ λgはテンソル積

表現 Ug ⊗ λgとユニタリ同値であることが分かります
8.

8Fellの吸収原理 (absorption principle)と呼ばれます.
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それゆえM ⋊α GとM ∨ {Ug}′′g は λgの分だけ違うことが分かります. Gがコ

ンパクトであるとき (同型には一般にできませんが), λgを次のようにして取り除

くことができます. 1Gを G上の恒等的に 1を取る関数とすると, Gはコンパク

トだから 1G ∈ L2(G)です. そこで射影 eG : L
2(G) → C1Gを考えます. すると,

λgeG = eG = eGλgであることが分かります. eGが L(G)の極小な中心射影であ

ることを見るには右正則表現とも交換することを言うか, あるいは明示的な公式

eG =
∫
G
λg dgを使えば分かることです. すると AdV でM ⋊α Gを送ってから

1⊗ eGでカットしてやることで全射

M ⋊α G↠M ∨ {Ug | g ∈ G}′′

を得ます. この対応は πα(x) 7→ x, λα(g) 7→ Ugで与えられることに注意しておい

てください.

コンパクトでない局所コンパクト群については, 一般に全射な準同型は構成で

きませんが, 標準型における共変系については次の結果が知られています.

定理 3.13. αを局所コンパクト群Gの von Neumann環Mへの作用とする. M ⊂
B(H)を標準型とし, U : G → B(H)を αを implementする標準的ユニタリ表現

とする. もしも αが可積分であれば, ∗準同型 ρ : M ⋊α G → M ∨ {Ug | g ∈ G}′′

が,

ρ(πα(x)) = x, ρ(λαg ) = Ug, x ∈M, g ∈ G

となるように存在する. したがって,M⋊αGが factorならば,M⋊αGはM∨{Ug |
g ∈ G}′′と同型となる.

この結果は Paschkeが局所コンパクト可換群の場合 [12], 一般の局所コンパク

ト (量子)群の場合はVaesによって証明されました [15]. Vaesは実際には必要十

分条件であることも示しています.

さて, もう一度同型 (3.1)に戻ります. M の中へのユニタリ表現 u : G→ U(M)

があって αg = Ad ugとなる場合を考えましょう. 先に出てきた ug ⊗ λgの ugは

Mの元ですから省くことができ, M ⋊αGは自然にM ⊗L(G)に同型となります.

したがってユニタリ表現からくる内部的自己同型からなる作用を考えると, 接合

積はテンソル積になってしまいあまり面白くありません. どこかで外部的になっ

ている作用を考えることが大事なようです.

まとめ 3.14. 外部的自己同型が特に興味深い自己同型.

4 外部的作用

外部的作用というのは, もし g ̸= eなら αg が外部的自己同型, つまり αg /∈
Int(M)ということです. このような作用を具体的に構成することを考えます.
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4.1 無限テンソル積による構成

M1,M2, . . . を von Neumann環, φi ∈ (Mi)∗を状態とします. n回のテンソル積

Mn :=M1⊗ · · ·⊗Mn 上にテンソル積状態φn := φ1⊗ · · ·⊗φnを用意しておきま

す. 埋め込みMn ∋ x 7→ x⊗ 1 ∈Mn+1 によりMn ⊂Mn+1と見なしておき, この

合併 (帰納的極限)のノルム完備化をした C∗環をAと書きます. Aには φnたち

の拡張状態 φが自然に定まり, それによりGNS表現を考えられます. πφ(A)
′′を

M :=
⊗∞

n=1(Mn, φn)と書き, Mnたちの無限テンソル積と呼びます. 閉包を取る

前の
∪
nMnの元は局所的な元と呼ばれます.

無限テンソル積を考えるときに重要な道具として条件付き期待値En : M →Mn

があります. これは φn ◦ En = φとなるように唯一つに定まるものです. 気持ち

的には (n+ 1)番目以降のテンソル積成分をφn+1 ⊗ · · · でスライス (積分)したも

のです:

En(x1⊗· · ·⊗xn⊗xn+1⊗· · ·⊗xm⊗1⊗· · · ) = φn+1(xn+1) · · ·φm(xm)(x1⊗· · ·⊗xn)

もちろんEn|Mm
◦ Em = Enです.

問題 4.1. 次を示せ.

(1). 任意の x ∈M について, x = limn→∞En(x) (強収束).

(2). ノルム有界な列 xn ∈Mnが xn = En(xn+1)を満たすとき, xnはある x ∈M

に強収束する (マルチンゲール収束定理).

問題 4.2. Enたちを使って, Z(M) =
⊗∞

n=1(Z(Mn), φn)を示せ.

無限テンソル積を使えば様々な自己同型を構成することができます. 今αnをMn

の自己同型でφnを不変にしているとします. このときα1 ⊗ · · · ⊗αn ∈ Aut(Mn),

∀n ∈ N の自然な拡張自己同型 αがM 上に定まります. これを α =
⊗∞

n=1 αnと

書きます. これがいつ内部的になるかについて次の結果があります. まずは欲張

らずに有限個のテンソル積について調べてみましょう.

問題 4.3. M,N を von Neumann環とする. α, βをそれぞれM,N の自己同型と

する. このとき, α⊗ β ∈ Int(M ⊗N) ⇔ α ∈ Int(M), β ∈ Int(N).

定理 4.4 (Connes). Mnたちが factorであるとする. このとき α = α1 ⊗ · · · が内
部的であるための必要十分条件は次の 2つの条件をみたすことである:

• 各 αnは内部的である.

• αn = Adunと un ∈ U(Mn)で表したとき,
∑∞

n=1(1− |φn(un)|) <∞.
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証明. αが U ∈ U(M)によってAdU と書けたとします. α = α1 ⊗ (α2 ⊗ · · · )だ
から, 上の問題からα1とα2 ⊗ · · · は内部的. これを繰り返せば, 各αnは内部的で

あることが分かります. そこで αn = Ad unとなる un ∈ U(Mn)を取りましょう.

必要ならば unに Tの元を掛けることで, φn(un) ≥ 0と仮定できます. U につい

ても φ(U) ≥ 0となるように取っておきます.

un := u1 ⊗ · · · ⊗ un ∈ Mn とおきます. すると x ∈ Mn に対して, UxU∗ =

α(x) = unxu
∗
nだから, wn := u∗nU は (Mn)

′ ∩M =
⊗∞

k=n+1(Mk, φk) に含まれま

す. したがって U = unwnと表示できます (unと wnはテンソル積状態 φに対し

て独立的であることに注意).

ここで, limn φ(En(U
∗)U) = φ(U∗U) = 1 だから, ある番号 k 以降では

φ(En(U
∗)U) > 1/4となります (φ(En(U

∗)U) = φ(En(U
∗)En(U)) ≥ 0に注意).

En(U
∗)un ∈Mnに注意すれば,

1/4 < φ(En(U
∗)U) = φ(En(U

∗)un)φ(wn)

= φ(En(U
∗un))φ(wn) = φ(U∗un)φ(wn)

= |φ(wn)|2 ∀n ≥ k.

等式 U = umwmから, n < mのとき, wn = (un+1 ⊗ · · · ⊗ um ⊗ 1 ⊗ · · · )wmが
分かるので, φ(wn) =

∏m
j=n+1 φj(uj)φ(wm+1) となります. よってm > n ≥ kの

とき, 1/2 <
∏m

j=n+1 φj(uj). 右辺は単調減少なので 0でない数に収束するから,∑∞
n=1(1 − |φn(un)|) < ∞. 逆に

∑∞
n=1(1 − |φn(un)|) < ∞を仮定する. このとき

unたちを φn(un) ≥ 0となるように選べば, unがあるユニタリ U ∈ M に強収束

する. 実際, n < mのとき

φ((un − um)
∗(un − um)) = 2− 2Reφ(u∗num) = 2− 2Re

m∏
j=n+1

φj(uj).

この右辺はn,m→ ∞のとき 0に収束する. また同様にφ((un−um)(un−um)∗) →
0. よってノルム有界列 unはM の強 ∗位相でコーシー列である. したがってある

ユニタリ U ∈ M に収束する. 明らかにAdU = Ad un = αがMn上で成り立つ

から, 稠密性からAdU = α.

例 4.5. n ≥ 2として, ユニタリ u ∈ Mn(C)を | tr(u)| ̸= 1(u /∈ C1n という
ことに他ならない)となるものとして取ると Adu ⊗ Ad u ⊗ · · · は II1 型 factor⊗∞

1 (Mn(C), tr)上の外部的自己同型.

例 4.6. uk =

(
eiθk 0

0 e−iθk

)
で 0 ≤ θk ≤ π/2かつ θk ∼ O(1/kγ)とする (γ > 1/2).

このとき
∞∑
k=1

(1− | tr(uk)|) =
∞∑
k=1

(1− cos θk) =
∞∑
k=1

2 sin2 θk <∞.
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よってAdu1 ⊗ Adu2 ⊗ · · · は
⊗∞

1 (M2(C), tr)上の内部的自己同型.

例 4.7. 外部的自己同型が全く存在しない II1型 factorも知られています [6].

ここまでの議論を元に無限テンソル積型作用を構成します. Gを局所コンパ

クト群, u : G → U(M)を factor M へのユニタリ表現とし, φ ∈ M∗ を忠実正

則状態で φ ◦ Ad ug = φを満たしているとします. このとき, 無限テンソル積

N := ⊗∞
1 (M,φ)の上に作用 αg := Ad ug ⊗Adug ⊗ · · · が定まります. αgがN で

外部的なのは, ug /∈ Cのときに他なりません.

たとえば, Gをコンパクト Lie群としG ⊂ U(Mn(C))であるとします. そこで

ユニタリ表現 u : G → U(Mn+1(C))を ug =

(
1 0

0 g

)
とおけば, ug ∈ Cは g = e

のみであり, αg = Adug ⊗ · · · は外部的作用となります (もっと強く極小作用で

あることを例 4.23で証明します). こうしてつくる作用を無限テンソル積型作用

(infinite tensor product type action)と呼び, 非自明な作用を作る重要な方法です.

問題 4.8. Zの von Nemann環への作用で, 外部的作用ではないが接合積は factor

になるものを構成せよ. その von Neumann環は可換なもので取れるか?

無限テンソル積を導入したついでに, Powers factorを説明しておきます. 0 <

λ < 1に対して, Rλ :=
⊗∞

1 (M2(C), ϕλ)とします. ここで状態 ϕλは次のように定

義します.

ϕλ(x) =
1

1 + λ
Tr

((
1 0

0 λ

)
x

)
.

定理 4.9 (Powers). RλはAFD III型 factorであり, λ ̸= µならばRλ ̸∼= Rµ.

Connesの III型 factorの分類を使うと Rλは IIIλ型であることが分かります.

0 < λ, µ < 1が log λ/ log µ /∈ Qをみたすとき, テンソル積 R∞ := Rλ ⊗ Rµは

AFD III1型因子環です. このノートではこれを荒木-Woods factorと呼びます.

4.2 ベルヌーイシフトによる構成

RをCでない factor, ϕをRの忠実正則状態とし, Z上の無限テンソル積M :=⊗
Z(R, ϕ), φ :=

⊗
Z ϕを考え, そこで自己同型σ ∈ Aut(M)を σ((xn)n) = (xn−1)n

と定めます. すると σはM 上の外部自己同型となります. これをチェックしてみ

ましょう. これには次の性質 (mixing property)を理解することが大切です.

命題 4.10. 任意の x, y ∈M に対して, lim|n|→∞ φ(σn(x)y) = φ(x)φ(y).

証明. まず x, y ∈
⊗N

−N Rのときは, |n| > 2N + 1ならば σn(x)yは ϕに関してテ

ンソル積の形になっているので上の極限の式が成り立ちます. 残りは問題としま

す.
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問題 4.11. φに関する条件付き期待値En : M →
⊗n

−nRを利用して, 前命題の証

明をせよ.

さて σn (n ̸= 0)はユニタリ u ∈ M によって, σn = Aduと書けたと仮定し

ます. Mixing propertyから limm→∞ φ(σmn(u)u∗) = φ(u)φ(u∗)となるのですが,

σn(u) = uuu∗ = uなので, φ(u)φ(u∗) = 1となります. よって u = φ(u) ∈ Cであ
り σn = idとなりますが, n = 0以外ありえません. よって σ ∈ Aut(M)はZの外
部的作用を定めます. またmixing propertyはエルゴード性も導きます.

より一般に Γを無限離散群として, Γ上のテンソル積M =
⊗

g∈Γ(R, ϕ)を考え,

Γの作用 σg を σg((xh)h) := (xg−1h)hとしてやると, この場合もmixing property

をもち, ΓのM へのエルゴード的かつ外部的な作用を定めます. この作用を (非

可換)ベルヌーイシフトと呼びます.

この構成をより一般化してみましょう. S を可算無限集合とし, M :=⊗
s∈S(R, ϕ) とします. 無限離散群 Γ が S に推移的に作用しているそこで

σg((xs)s) := (xg−1s)sと定めれば σは ΓのM への作用となります.

問題 4.12. Γ ↷ Sが次の性質を持つとする:

任意の有限部分集合 F1, F2 ⊂ Sに対して, ある g ∈ Γが gF1 ∩ F2 = ∅
となるように存在する.

このとき列 gn ∈ Γが存在して, すべての x, y ∈M に対して limn→∞ φ(σgn(x)y) =

φ(x)φ(y) となることを示せ. Mσ = Cも導け.

例えば作用S∞ ↷ Nは前問題の仮定をみたすので, S∞ ↷
⊗∞

1 (R, ϕ) はエル

ゴード的です.

4.3 無理数回転環による構成

§3.3で考えた無理数回転環Aθを考えます. M := πτ (Aθ)
′′とすれば II1型 factor

となるのでした. トレース τ の唯一性から各 α ∈ Aut(Aθ)は τ を不変にします.

よって αのM への自然な拡張が得られます. この拡張も αと書くことにします.

α(γ,γ′) ∈ Aut(M)がいつ内部的かを考えることにしましょう.

命題 4.13. µ ̸= 0とする. (γ, γ′) = (eiλ, eiµ)と書くとき, α(γ,γ′) ∈ Int(M)である

ことの必要十分条件は λ, µ ∈ 2πZ+ 2πθZとなることである.

証明. (id, α(γ,γ′)) := {a ∈ M | ax = α(γ,γ′)(x)a, ∀x ∈ M} とおきます. M

が factorなので, α(γ,γ′) ∈ Int(M)ということと (id, α(γ,γ′)) ̸= 0ということは同
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値です. 今 (id, α(γ,γ′)) ̸= 0とし, 0でない元 aを取ってきます. m,n ∈ Zを
τ(u−mv−na) ̸= 0となるように取ります. すると,

τ(u−mv−na)umvn = umvn
∫
T2

α(z,z′)(u
−mv−na) dzdz′ =

∫
T2

z−m(z′)−nα(z,z′)(a) dzdz
′

ここでαは可換群T2の作用なので (z, z′) ∈ T2に対して, α(z,z′)(a) ∈ (id, α(γ,γ′))で

あり, (id, α(γ,γ′))は強位相で閉じた空間なので, 上の等式から umvn ∈ (id, α(γ,γ′))

が分かります ((id, α(γ,γ′)) = Cumvnも簡単に分かります).

α(γ,γ′) = Adumvnを生成元 u, vにかけてやると, γ = e−2πniθ, γ′ = e2πmiθ とな

ることが分かります. 従って λ = −2πnθ, µ = 2πmθ mod 2π. よって λ, µ ∈
2πZ+ 2πθZ. 逆は議論を遡れば明らか.

RのM への作用 βt := α(eiλt,eiµt)を考えます.

命題 4.14. β が外部的作用であるためには, λ, µ ̸= 0かつ λ/µ /∈ Qかつ λ/µ /∈
GL2(Q)θであることが必要十分である.

証明. βが外部的作用であると仮定します. もし λ = 0, µ ̸= 0であると, βは周期

2π/µをもつので不適です. よって λ, µ ̸= 0でなくてはなりません. 次に n,m ∈ Z
として λ/µ = n/m ∈ Qと表せたと仮定します. すると容易に βは周期 2πm/µを

もつことが分かるので不適です. さらに λ/µ = (aθ + b)/(cθ + d), a, b, c, d ∈ Q,

ad − bc ̸= 0と表せたとします. T := 2π(cθ + d)/µとすると, λT = 2πb + 2πaθ,

µT = 2πd+ 2πcθとなり, 前の命題から βT が内部的となるので不適です. 逆はこ

の議論を遡れば分かります.

λ/µ ∋ Qの仮定は埋め込み R ∋ t 7→ (eiλt, eiµt) ∈ T2が稠密な値域をもつこと

を意味します. 特にMβ = Mα = Cとなり, βはRの外部的なエルゴード作用で
あることが分かります.

問題 4.15. βを上記のものとする. Γ(β) = Rとなるための必要十分条件はλ, µ ̸= 0

かつ λ/µ /∈ Qであることを示せ. ここで Γ(β)は βのConnesスペクトル.

この例では, 外部的ならば Γ(β) = Rが従いますが, 一般的にはいつも正しいわ

けではありません.

問題 4.16. Cuntz環に適当にR作用を考えていろいろ考察してみよ.

4.4 極小作用, 強外部的作用

外部的作用にはいくつか種類があるので, まとめておきます.

定義 4.17. αを局所コンパクト群Gの factor M への作用とします.
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(1). αが極小 (minimal)であるとは, 次の 2条件をみたすことである.

• (Mα)′ ∩M = C

• αは忠実である, つまり αg = idなら g = e.

(2). αが強外部的 (strongly outer)であるとは, πα(M)′ ∩ (M ⋊α G) = Cとなる
ことである.

I型 factorには極小作用は存在しないことに注意してください. 実際M が I型

factorであれば, double commutant theoremからMα = ((Mα)′ ∩M)′ ∩M =M

とりますが, これは αが自明な作用であることを意味します. よってGが非自明

な群であれば, M は II型か III型です.

補題 4.18. 極小⇒強外部的⇒外部的.

証明. αが極小であるとします. このとき πα(M
α) = Mα ⊗ Cであることから,

πα(M)′ ∩ (M ⋊α G) ⊂ C⊗ B(L2(G)) が分かります. 竹崎の定理からM ⋊α G =

(M ⊗ B(L2(G))α⊗Ad ρ なので, πα(M)′ ∩ (M ⋊α G) ⊂ C⊗ L(G)まで分かります.

今 ω ∈M∗, x ∈M とすると, (ω ⊗ id)(πα(x)) ∈ Cb(G)と見なせます. 実際これは

G ∋ g 7→ ω(αg−1(x))という関数です. 次の問題の結果からω, xを動かしたときこ

れらはL∞(G)を生成します. L∞(G)∩L(G) = Cなので, πα(M)′∩ (M⋊αG) = C
が分かりました.

次に αを強外部的として, ある g ∈ Gと U ∈ U(M)で αg = AdU ∈ Int(M)

と書けたとします. すると容易に πα(U)
∗λαg ∈ πα(M)′ ∩ (M ⋊α G) = C, よって

πα(U) ∈ Cλαg . こうなるのは g = e以外ありえません (なぜでしょうか).

問題 4.19. αが忠実であることと {(ω ⊗ id)(πα(x)) | ω ∈ M∗, x ∈ M} が弱位相
で稠密な L∞(G)の部分環を生成することとは同値であることを示せ.

問題 4.20. Gが離散的ならば, 強外部的⇔外部的.

命題 4.21. Gがコンパクトであれば, 極小⇔強外部的.

証明. Gがコンパクトなので平均 Eα :=
∫
G
αg dgはM からMαへのノルム 1射

影を定義します. Mαの忠実正則状態 ψを用意して, φ := ψ ◦ Eαとおけば, φは

α不変です. 対応するGNS巡回ベクトルを ξφ, GNS Hilbert空間をHφと書きま

す. するとUgxξφ = αg(x)ξφ, x ∈Mとすることで, ユニタリ表現U : G→ B(Hφ)

が定まります.

少々申し訳ないのですが, ここから標準型の理論を使います. J を φに付随す

るモジュラー共役作用素とすると, M ′ = JMJ と JUg = UgJ となります.

さて αが強外部的であったとします. M1 := M ∨ {Ug}′′g とおけば, §3.5の議論
から πα(M) ⊂ M ⋊α G とM ⊂ M1は同型な包含です (M ⋊α Gは factorである
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から). よってM ′ ∩M1 = C. ところでMα = M ∩ {Ug}′だから J(Mα)′J = M1

となります. よって J((Mα)′ ∩M)J =M1 ∩M ′ = Cが分かりました.

αの忠実性は, αg = idならば λαg ∈ πα(M)′ ∩ (M ⋊α G) という事実に注意すれ

ばよい.

したがって特に有限群なら, 極小性, 強外部性, 外部性は同値な概念です. 一般

の連続群では同値ではありません (例 4.26, 7.2参照).

問題 4.22. Gをコンパクト群として, G
α↷ M を極小作用とする. N を factorと

すれば, 任意の作用G
β
↷ N に対して, α⊗ βは極小であることを示せ.

4.5 コンパクト群の極小作用の例

いくつか例をあげてみたいと思います.

例 4.23. Gをコンパクト Lie群とし, G ⊂ U(N)としておきます. 今MN+1(C)に

ユニタリ表現ug :=

(
1 0

0 g

)
を構成して,無限テンソル積M :=

⊗∞
1 (MN+1(C), tr)

上に作用 αg :=
⊗∞

1 Adug を作ります. §4.1でも見たように, αは外部的作用で

す. もっと強く αが極小的であることを示します. それには §4.2で述べた, テ

ンソルの入れ替えによる作用 S∞
σ↷ M を利用します. g ∈ Sm に対して, m

回テンソル積 Hilbert空間 Hm := CN+1 ⊗ · · · ⊗ CN+1 の入れ替えはユニタリ

wg ∈ B(Hm) =
⊗m

1 MN+1(C) によって行えます. もちろんwgはSmのユニタリ

表現です. そこで等式wg(ug ⊗ · · ·ug)w∗
g = ug ⊗ · · ·ug により, wg ∈Mαであるこ

とが分かります. よって (Mα)′ ∩M ⊂ {wg}′g∈S∞ ∩M です. ここで σg = Adwg
に気を付ければ, {wg}′g∈S∞ ∩M = Mσ となります. しかし, Mixing propertyに

よってMσ = Cなのでした. よって (Mα)′ ∩M = Cが言えました.

問題 4.24. 上の例においてN := {wg | g ∈ S∞}′′とおくと, N は II1型 factorで

あることを示せ. さらにそのトレース τについて τ(wg)を計算せよ. Hint: g ∈ SN

をサイクル表示して考えてみよ.

Lie群とは限らない一般のコンパクト群についても同様の構成法を行えます.

問題 4.25. {1, π1, π2, . . . }をコンパクト群Gの既約表現の完全リストとし, 各 πn
に対して, Mn :=

⊗∞
k=1(B(C⊕Hπn), tr), α

n
g :=

⊗∞
1 Ad (1⊕ πn(g))と定める. 次

にM :=
⊗∞

n=1(Mn, tr), αg :=
⊗∞

1 αng とすると, αはGの II1型 factor M への極

小作用となることを示せ.

コンパクト群 Gに埋め込まれた局所コンパクト群 G1 に対して, Gの極小作

用 αを G1 に制限すれば極小であることは明らかです. たとえば, λ/µ /∈ Qと
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し, R /∈ t 7→ (eiλt, eiµt) ∈ T2という埋め込みを考えて, T2の極小作用 α(γ,γ′) :=⊗∞
1 Ad (1 ⊕ γ ⊕ γ′)を制限すると, Rの II1型 factorへの極小作用が構成されま

す. 具体的には αt :=
⊗∞

1 Ad

1 0 0

0 eiλt 0

0 0 eiµt

 です.

例 4.26. §4.3で構成したR
β
↷Mはエルゴード的ですので極小的ではありません

が, 強外部的であることを示しましょう.

πβ(M)′ ∩ (M ⋊β R)の計算は一般には大変やっかいです. T2の作用αを使って

賢く求めることにしましょう. M ⋊β R = (M ⊗ B(L2(R))β⊗Ad ρであることを思

い出しましょう. βとT2作用 αが交換することから, α⊗ idを πβ(M)とM ⋊β R
に制限することができます. とくに R := πβ(M)′ ∩M ⊗β R上にも制限できま
す. 非零な x ∈ Rを (m,n) ∈ Z2に対応するスペクトルをもつものとします. つ

まり (α(γ,γ′) ⊗ id)(x) = γmγ′nxです. するともちろん x ∈ Cumvn ⊗ B(L2(R))
でなくてはなりません. よって x = umvn ⊗ yと書けます. x ∈ M ⊗β Rより
Ad ρt(y) = e−imλte−inµtyを満たします.

ここで eλ ∈ Cb(R)を eλ(t) := e−iλtと定めます. すると Ad ρt(e
m
λ ) = e−imλt,

Ad ρt(e
n
µ) = e−inµtとなりますので, Ad ρt(e

−m
λ e−nµ y) = e−mλ e−nµ yが任意の t ∈ R

で成り立ちます. よって z := e−mλ e−nµ y ∈ L(R)です. まとめると, x = (umvn ⊗
emλ e

n
µ)(1⊗ z)です. これをさらに関係式

πβ(u) = u⊗ eλ, πβ(v) = v ⊗ eµ

をつかって x = πβ(u
mvn)(1 ⊗ z) と書き直します. πβ(u)xπβ(u

∗) = x =

πβ(v)xπβ(v
∗)から, πβ(u)(1 ⊗ z)πβ(u

∗) = e−2πinθ(1 ⊗ z), πβ(v)(1 ⊗ z)πβ(v
∗) =

e2πimθ(1⊗ z) がいえます. これは上の関係式を使うと, eλze
∗
λ = e−2πinθz, eµze

∗
µ =

e2πimθz とまとまります.

よって g ∈ λZ+ µZに対して egze
∗
g = f(g)zとなるように絶対値 1の数 f(g)が

定まります. 具体的には f(kλ+ ℓµ) = e2πi(−kn+ℓm)です. zは非零であり, egze
∗
gが

gについて強連続なことから, fは実数群R上の連続関数に拡張します. もちろん

f(s+ t) = f(s)f(t)ですから, ある p ∈ Rによって f(s) = eipsと書けます. すると

eipλ = e−2πinθ, eipµ = e2πimθ ですが,これは p ̸= 0ではλ/µ ∈ Qかλ/µ ∈ GL2(Q)θ

を意味しますから λ, µの取り方に矛盾します.

よって p = 0. これは m,n = 0を導きます. それゆえ z は eλ, eµ と交換し

ますが, これらで L∞(R)を生成しますから, z ∈ L(R) ∩ L∞(R)′ = C. ゆえに
x = 1⊗ z ∈ C.

少し違った趣の例として次のものがあります.

例 4.27. M を III1型 factor, φを支配的荷重とすると, R作用 σφは極小である.

これはConnes-竹崎の相対可換子環定理から従います [14].
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まとめ 4.28. 外部性にもいろいろ強弱がある. それらが同じ強さかどうかは, 群

の形に依存している.

5 コンパクト群の極小作用

5.1 極小作用の種々の安定性

まず (1次)コサイクルとは何かを説明します. αを局所コンパクト群GのMへ

の作用とします. 強連続写像 u : G → U(M)が与えられたとし, βg := Adug ◦ αg
と写像を定めた場合, いつ作用となるでしょうか. 計算 βgβh = Adugαg(uh) ◦αgh,
βgh = Adugh ◦ αgh から βが作用となる必要十分条件は cg,h := ugαg(uh)u

∗
ghがM

の中心に入ることであると分かります. 特に c = 1なら βは作用となります. こ

の場合 uはαコサイクルと呼ばれます. つまり ugh = ugαg(uh)を満たすものです.

βを αvと書き, αの vによるコサイクル摂動といいます.

ついでに共役性, コサイクル共役性についてもここで触れておきます. 2つの作

用G
α,β
↷ M が共役 (conjugate)とは, ある θ ∈ Aut(M)が, αg = θ ◦ βg ◦ θ−1とな

るように存在することをいいます. 次にコサイクル共役 (cocycle conjugate)とは,

βのあるコサイクル摂動 βvと αが共役となることをいいます.

共役で分類する方が格好いいと思いますが, 実際にはコサイクル共役での分類

の方が自然です. 重要な対象である接合積を変えないこと (命題 5.5), また中心列

環への同じ作用を与えることなどがその理由としてあげられると思います. です

から「群作用を分類する」といえば, コサイクル共役で同じかどうかを判定する

完全不変量を構成したいのだな, と理解してください.

例 5.1 (コサイクル共役だが共役ではない作用). 無限テンソル積環 Mm =⊗∞
n=−∞(Mm(C), tr) において, α(m) を一斉に左に 1つだけテンソル積成分をず

らす同型とします. α(m)は Zの作用として外部的です. 今m1 ̸= m2であるとし

ます. Mm1 , Mm2はAFD II1型 factorなので同型です. Connesの定理 ([14]参照)

によれば, ZのAFD II1型 factorへの外部作用はコサイクル共役の意味で一意的

ですから, α(m1)と α(m2)はコサイクル共役です.

しかしConnes-StømerのエントロピーH(α(m))は logmに等しく, α(m1)とα(m2)

は共役ではありません [3].

さて, 話をコサイクル摂動による安定性に戻しましょう.

例 5.2. u : G→ B(H)をユニタリ表現とする. B(H)にGの自明作用を考えると,

uはこの作用のコサイクルとなる.

次の結果は全く単純なものですが, 結構応用できます.
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例 5.3. αをGのM への作用, u : G → U(Mα)をユニタリ表現とすると, uは α

コサイクル.

例 5.4. φ, ψをM 上の忠実半正則正則荷重とすると, Connesコサイクル [Dφ :

Dψ]tが定まる. これはモジュラー自己同型によるR作用 σψのコサイクルである.

さて引き続き局所コンパクト群Gの factor M への作用 αを考えます. 接合積

M ⋊α Gのコサイクル摂動による安定性を見ておきます.

命題 5.5. 包含 πα(M) ⊂M ⋊α G と παv(M) ⊂M ⋊αv G には自然な同型がある.

したがって

系 5.6. 強外部性はコサイクル摂動で安定的な性質である.

一般の局所コンパクト群では極小作用は安定的ではありませんが, コンパクト

群の場合は安定的です. それは極小性と強外部性が同値であったからです. まと

めておくと,

定理 5.7. コンパクト群の作用の極小性はコサイクル摂動で安定的な性質である.

次に e ∈ Mαを射影として, Me := eMeに αを制限してできる作用 αeについ

て考えましょう.

命題 5.8. 局所コンパクト群Gの作用αが極小的 (強外部的)ならば, αeも極小的

(強外部的)である.

問題 5.9. Gをコンパクト群, Mを von Neumann環とし, 作用G
α↷Mを考える.

このときMαはM ⋊α Gのコーナーであることを示せ. Hint: eG : L
2(G) → C1G

を利用せよ.

問題 5.10. Gをコンパクト群, M を von Neumann環とし, 作用G
α↷ M を考え

る. もしM ⋊α Gが factorならば, αは忠実であることを示せ.

5.2 1次コサイクル消滅定理

定理 5.11. コンパクト群Gの von Neumann環Mへの作用αを考え, vをαコサ

イクルとする. もし次のいずれかが成り立つならば, vはコバウンダリである.

• M ⋊α Gは factorかつM は有限型 von Neumann環である.

• M ⋊α Gは factorかつMαは III型 factorである.
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証明. Connesの 2× 2行列トリックを使います (コンパクト群の作用については

A. Wassermannの論文 [16]にまとまっています). N :=M⊗M2(C), ᾱg := αg⊗ id

とします. もちろん ᾱは極小作用. ここで ut := 1 ⊗ e11 + vt ⊗ e22とおけば, こ

れは ᾱコサイクル. 極小作用はコサイクル摂動しても極小であったから, β := ᾱu

も極小作用となる. あとは固定点環 Nβ の中で e11と e22が同値であることを示

せば十分. 実際 1 ⊗ e11 = a∗a, 1 ⊗ e22 = aa∗となる a ∈ Nβ を取れたとすると,

a = (1⊗ e22)a(1⊗ e11)なので, a = u⊗ e21という形をしており, uはユニタリで

ある. 一方 βg(a) = aより, vgαg(u) = u. よって vはコバウンダリであることが分

かる.

(1). M が有限型 von Neumann環の場合. N は II1型 factorとなることを見

ましょう. 接合積はコサイクル摂動で安定的に振る舞うから, N ⋊β G ∼= (M ⊗
M2(C))⋊α⊗idG = (M⋊αG)⊗M2(C)であり,これは factorです. NβはN⋊βGの

コーナーであること (問題 5.9)を思い出すと仮定から factorであることが分かり

ます. Nは有限トレースをもつから, Nβは有限型 factorでそのトレースは τM⊗ tr

の制限で与えられます (τM はM の忠実正則トレース状態ならば何でもよい). も

ちろん (τM ⊗ tr)(e11) = 1/2 = (τM ⊗ tr)(e22)だから, e11は e22にNβの中で同値

となります.

(2). Mαが III型 factorの場合. M⋊αGも III型となる. これを見るには,Mαが

M⋊αGのコーナーであることを思い出すか, §3.5でやった同型M⋊αG ∼= J(Mα)′J

を見れば分かります. すると (1)と同じようにN ⋊β Gが III型 factorであること

が従い, よってそのコーナーのNβは III型 factorであることが分かる. それゆえ

1⊗ e11 ∼ 1⊗ e22がNβでいえる.

別証明. Gが有限群のときを考えます. M ⋊α Gの中で, πα(vg)λ
α(g) はユニタリ

表現となるから, その平均 p := |G|−1
∑

g∈G πα(vg)λ
α(g) は射影となります. 射影

eGを思い出しましょう. eG := |G|−1
∑

g∈G λ
α(g)と与えられたのでした. p ∼ eG

であることを示せばOKです.

実際そうだとすると a ∈ M ⋊α Gで eG = a∗a, p = aa∗となります. a = aeG
ですが, λα(g)eG = eGに気をつけると, a = aeG =

∑
g agλ

α(g)eG = (
∑

g ag)eG
がいえます. w := (

∑
g ag) ∈ M とおくと, eG = a∗a = eGw

∗weG = Eα(w
∗w)eG,

p = weGw
∗となります. ここでE : M ⋊α G → M をE(

∑
g πα(xg)λ

α(g)) = xeで

定まるノルム 1の射影とすると, E(eG) = |G|−1 = E(p)だから,

|G|−1 = E(eG) = E(Eα(w
∗w)eG) = Eα(w

∗w)|G|−1,

|G|−1 = E(p) = E(weGw
∗) = wE(eG)w

∗ = |G|−1ww∗.

よってwはEα(w
∗w) = 1 = ww∗. とくに ∥w∥ = 1であるから, w∗w ≤ 1. すると

Eα(1−w∗w) = 0となり, Eαの忠実性からw∗w = 1. つまりwはユニタリとなり
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ます. 最後に

|G|−1
∑
g

πα(vg)λ
α(g) = p = weGw

∗ = |G|−1
∑
g

πα(wαg(w
∗))λα(g)

から, vg = wαg(w
∗)が従います.

(1). M が II1型のとき. M ⋊α Gは (双対状態) τ̃(
∑

g xgλ
α(g)) = τ(xe)が忠実

正則トレース状態を与えるので, II1型 factorとなる. τ̃(p) = |G|−1 = τ̃(eG)より

p ∼ eG.

(2). M が II∞型のとき. τ ◦ αg = τ より, τ̃(
∑

g xgλ
α(g)) = τ(xe)が忠実正則ト

レース荷重を与える. そして τ̃(p) = ∞ = τ̃(eG)より p ∼ eG.

(3). M が III型のとき. 条件付き期待値E : M ⋊α G→M の存在からM ⋊α G

は III型 (下記問題参照). よって p ∼ eG. 2

問題 5.12. N ⊂ M を von Neumann環の包含とし, E : M → N を忠実正則な条

件付き期待値とする. もしN が III型ならば, M も III型であることを示せ.

例 5.13. M が III型 factor, αがコンパクト群GのM への極小作用とする. Mα

が II型のときは, 1次コホモロジ－は消滅するとは限りません.

例えばM を IIIλ 型 factor, φを周期的状態とする (周期は T := −2π/ log λ).

すると σφは T := R/TZの極小作用を定め, Mσφ
= Mφは II1型 factorとなり

ます. ψを周期的荷重としましょう (ψ(1) = ∞). 必要ならば ψに正数をかけて

[Dψ : Dφ]T = 1とできます. すると [Dψ : Dφ]tはTの作用 σφのコサイクルとな

ります. これがコバウンダリだと仮定すると, ψ = wφw∗となるユニタリw ∈ M

が存在しますが, ψ(1) = φ(w∗w) = 1となり矛盾します.

ちなみにMαとM の型の分類は次のようになります [7, Proposition 5.2].

問題 5.14. コンパクト群Gの極小作用G
α↷ M が与えられたとする. このとき

MαとM の型は次のリストのうちどれかとなる.

• M が II1型ならば, Mαも II1型.

• M が II∞型ならば, Mαは II∞型. このとき, α ∼= α0 ⊗ idB(ℓ2), ここで α0は

II1型 factorへの極小作用.

• M は III0型 iff Mαは III0型.

• M が IIIλ型 (0 < λ ≤ 1)のとき, Mαが II型となるための必要十分条件は

{σϕ◦Eα
t }t∈Rがα(G)の中心部分群に属することである. ここで ϕはMαのあ

る忠実正則状態.
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6 コンパクト群の極小作用の分類

6.1 コンパクト群から「双対群」へ

M を II1型 factorとし, コンパクト可換群Gの極小作用G
α↷ M を考えましょ

う. Ĝを双対群とします (Ĝには離散位相を考える). g ∈ Gと p ∈ Ĝの pairingは

⟨p, g⟩と書くことにします. p ∈ Ĝに対応するスペクトル部分空間Mpを次のよう

に定めます:

Mp := {x ∈M | αg(x) = ⟨p, g⟩x, ∀g ∈ G}.

αは忠実だから, Mpたちは強位相で稠密なM の部分環を張ります.

0 ̸= x ∈ Mp とします. xの極分解を x = v|x|とすれば, |x| ∈ Mα であり,

v = limε→0 x(ε+ |x|)−1(強収束)だから, v ∈Mpです. つまりMpは非零な部分等

距離作用素を含みます. 実際にはMpがユニタリを含むことを 2通りの方法で証

明しましょう.

(I). Maximal argumentによる方法. M の部分等距離作用素のなす集合を PI(M)

と書きます. そこで G :=Mp ∩ PI(M) と定めます.

問題 6.1. PI(M)に v1 ⪯ v2 ⇔ v1 = v2v
∗
1v1 とすると, これは順序関係になること

を示せ. また G はこの順序で帰納的であることを示せ.

Zornの補題からG の極大元 vを取れます. これがユニタリであることを示しま

す. e := 1− v∗v, f := 1− vv∗とします. e ̸= 0と仮定します. このときM は有限

型ですから f ̸= 0です. e, f ∈Mαであることと, MαのトレースはMのトレース

を制限したものであることから, e ∼ f がMαでいえます. w ∈ Mαを w∗w = e,

ww∗ = f となるように取ります.

次にMe上に縮小作用 αeを考えると, 問題 5.8からこれは極小的です. よって

0 ̸= u ∈Mp ∩PI(Me)を取れます. そこで v′ := v +wuとおくと, 明らかに v ̸= v′

かつ v ⪯ v′. これは矛盾. したがって v∗v = 1. Mは有限型なので vv∗ = 1である.

(II). 1次コホモロジー消滅定理を使う方法. G ∋ g 7→ ⟨p, g⟩ ∈ TをMα への

ユニタリ表現と見なすと, 自明なことですが, 例 5.3で注意したとおり αコサイ

クルです. 今M が II1型だから, コバウンダリです. よってある v ∈ U(M)が,

v∗αg(v) = ⟨p, g⟩となるように存在する.

ちなみに, Mαが II型, M が III型のケースでは, 一般に極大元 vは等距離作用

素か余等距離作用素まではできます (cf. IIIλ型の離散分解).

各Mpからユニタリ vpを取ってきましょう. p = 0では v0 = 1とします. vp
の取り方にはMαのユニタリの分だけあいまいさがあることは心に留めておきま

しょう. さて, ここで βp(x) = vpxv
∗
pと定めると, Mαを大局的に不変にすること

が分かります.
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では {βp}pは作用なのでしょうか? 残念ながら必ずしもそうではありません.

実際に cp,q := vpvqv
∗
p+q ∈Mαと定めると,

βp ◦ βq = Ad cp,q ◦ βp+q, cp,qcp+q,r = βp(cq,r)cp,q+r

が成り立つことが分かります. このような「作用もどき」(β, c)をコサイクル作

用と呼びます.

問題 6.2. αの極小性は, コサイクル作用 (β, c)が外部的であることとは同値であ

ることを示せ. ここで (β, c)の外部性は, p ̸= 0のとき βp /∈ Int(Mα)を意味する.

これまでは可換なGを考えてきましたが, Kac環を用いれば, 非可換なGにつ

いても同様の議論ができます.

まとめ 6.3. コンパクト群の極小作用を研究することと, 「双対群」(非可換のと

きは群ではない)の外部的コサイクル作用を研究することは等価である.

Connesの結果以降, 多くの人が群作用の分類を研究した結果, 外部的 (コサイ

クル)作用を分類する手法が段々と洗練されてきました. その方針を以下にまと

めておきましょう.

(1) Rohlin性をもつことを示す (§6.3参照).

(2) 評価付きの 2次コホモロジー消滅定理を示す.

(3) 評価付きの 1次コホモロジー消滅定理を示す.

(4) コサイクル摂動近似定理を示す.

(5) Evans-岸本の議論を使う.

この手法の詳細は論説に書いておいたので, ここではRohlin性についての簡単

な説明に留めておきたいと思います.

6.2 超積環

Von Neumann環N に対して,

ℓ∞(N) := {(x1, x2, . . . ) | xi ∈ N, sup
ν

∥xν∥ <∞}

と定めると, ノルム ∥(xν)ν∥ := supν ∥xν∥により C∗環となります (実際には von

Neumann環). 次に非単項超フィルター ω ∈ βN \ N に対して,

Tω := {(xν)ν ∈ ℓ∞(N) | xν strong∗−→ 0 as ν → ω},
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Cω := {(xν)ν ∈ ℓ∞(N) | ∥[φ, xν ]∥N∗ → 0 as ν → ω, ∀φ ∈ N∗}

と定めます. ここで [φ, x](y) := φ(xy − yx)です. N が忠実正則トレース状

態 τ をもつときは, (xν)ν ∈ Tω ⇔ limν→ω ∥xν∥2 = 0, そして (xν)ν ∈ Cω ⇔
limν→ω ∥[xν , y]∥2 = 0 ∀y ∈ N となります (∥x∥2 := τ(x∗x)1/2). Cωの元を ω中心

列とか単に中心列と呼びます. すると, Tω, CωはC∗環であり, TωはCωの閉イデ

アルです. そこで商C∗環Mω := Cω/Tω を考え, これをNの中心列環と呼びます.

各 φıN∗はMωにノルム有界汎関数 φωを, φω((x
ν)ν) := limν→ω φ(x

ν)で定めま

す. もしもφが忠実正則状態ならば, φωは忠実トレース状態であることが分かり

ます.

命題 6.4 (境, McDuff, Connes, Ocneanu). φ ∈ N∗を忠実正則状態とすると, Nω

のノルム単位球は∥·∥φωのノルムで完備である. とくにNωは有限型von Neumann

環である. ここで状態 ϕに対して, ∥x∥ϕ := ϕ(x∗x)1/2という記法を用いた.

Mωを考える必然性というのは,たとえば次のような事柄に対処するために出て

きます. α ∈ Aut(M)が近似的に内部的であったとしましょう. 定義からユニタリ

の列uνが取れて, α = limν→∞Aduνです. このuνの取り方は存在から出てくるも

ので, 大抵は望ましい性質をもっていません. そこで別の vνでα = limν→∞ Ad vν

となるいいものに取り換えたいことがしばしばあります. uν と vν の違いである

vν(uν)∗が中心列を定めます. さらにこれを列として見るのではなく, その無限大

に行った姿 (有理数から実数へ, のような感じ)を作用素環でとらえるためにMω

を考察する必要があるのです. これにはさらに「M の自己同型がどのようにMω

に作用するのか?」という根本的な問題は解決しなくてはなりません. (これはM

に応じてケースバイケースの問題です). ですから, 群の外部作用の分類は「Mω

に外部的に作用するとして」という仮定が設けられます.

少し先走ってしまいましたが, Mの自己同型αは (xν)ν 7→ (α(xν))νと定めるこ

とで, Mωの自己同型を定めます. これを普通は αωと書きますが, (αω)gと書くの

は面倒くさいので単に αとも書くことにします.

明らかにAut(M) ∋ α 7→ αω ∈ Aut(Mω) は群の準同型ですが, おうおうにして

連続でないかもしれないことに注意してください (もちろんM が full factorのと

きは連続ですね!).

定理 6.5 (Connes). M がAFD II型 factorであれば, 次が成り立つ.

α ∈ Int(M) ⇔ αω = id ⇔ αω ∈ Int(Mω).

よって Γ
α↷ M が外部的作用ならば, Γ

αω↷ Mωも外部的作用となります. 上の

結果を III型にも拡張した定理もあります.

定理 6.6 (河東-Sutherland-竹崎). M がAFD factorであれば, 次が成り立つ.

α ∈ Aut(M)は拡張モジュラー自己同型とAduの合成

⇔ αω = id ⇔ αω ∈ Int(Mω).
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6.3 Rohlin性

Γが従順離散群であるとします. このとき, Følner条件が成り立ちます. つま

り, 任意の有限部分集合 F ⊂ Γと ε > 0に対して, ある有限部分集合K ⊂ Γが

|gK∆K| < ε|K|, ∀g ∈ F となるように存在する. このようなKを (F, ε)集合と

呼びます.

定理 6.7 (Connes, Ocneanu). Γを従順群, Mを factorとする. Γ
α↷Mは, 中心列

環に外部的に作用すると仮定する. このとき, 任意の (F, ε)集合Kに対して, Mω

の射影たち {Eg}g∈Γが次のようにとれる.

• Eg = 0 ∀g /∈ K, 1 =
∑

g∈K Eg.

•
∑

k∈K |αg(Ek)− Egk|τ < ε1/2 ∀g ∈ F .

ここで |x|τ := τ(|x|)であり, τ(x) := limν→ω x
ν ∈ Z(M) = C.

この性質を Rohlin性と呼びます. ℓ∞(Γ)には左移動作用で Γが作用します.

Rohlin性は ℓ∞(Γ)がMωの中に近似的にΓ作用を保ったまま埋め込めることを意

味します. このような性質があると, 2次コホモロジー消滅, 1次コホモロジー消

滅等の議論を行えます. そして最後に Evans-岸本のテクニックを使うと, 次の定

理を得ます.

定理 6.8. Γを従順群, Mを factorとする. 2つのΓ
α,β
↷ MはRohlin性を持つとす

る. このとき, αg ◦ β−1
g ∈ Int(M)ならば, αと βはコサイクル共役である.

この定理は, McDuff factorのときにはOcneanuが「モデル作用の分離」をし

て証明しました. モデル作用の分離の代わりにEvans-岸本のテクニックを使うと,

Rohlin性さえあれば任意の factorについての主張に改良することができます.

長々と説明が続きましたが,当初の目的であるコンパクト群の極小作用の話の続

きをします. Gがコンパクト群で,MがAFD II1型 factor, G
α↷Mを極小作用とし

ます. するとMαに「双対群」のコサイクル作用 (β, c)ができて,M =Mα⋊(β,c)Ĝ,

α = β̂となります. 「双対群」は群ではないのですが, Kac環の世界で考えると

(β, c)が Rohlin性を持つことを証明できます9. それから従う 2次コホモロジー

消滅定理から, 2次コサイクル cは 1であると仮定できます. Mαは AFD II1型

factorの subfactorなのでAFDです. よって「双対群」版の外部作用の一意性か

ら, βはコサイクル共役を除き一意の作用です. それゆえその双対作用 αは共役

を除き一意であることが分かります.

定理 6.9. Gをコンパクト群, M をAFD II1型 factorとすれば, GのM への極小

作用は共役を除き一意的である.

まとめ 6.10. 従順群の外部的作用の分類において, Rohlin性が重要.

9β は中心列を保存しないので工夫が必要です.
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7 R作用について

7.1 Rohlin性

Rの von Neumann環M への作用 αを考えます. 作用の代わりにフロー (flow)

とも呼びます. Rの外部的作用を分類することを考えます. 離散群やコンパクト

群の場合, 極小性, 強外部性, Rohlin性がキーワードでした. Flowの場合, これら

のうちRohlin性が少し問題となります. 超積のところで触れましたが, 一般に α

から作られるMω上の flow αωは連続ではありません. この点が非常にやっかい

な点です. 都合のよい部分環Mω,αを

Mω,α := {(xν)ν ∈Mω | t 7→ αt(x
ν)は ω同程度連続 }.

ここで, ω同程度連続とは, 関数族 {t 7→ αt(x
ν)}ν が ωの近傍上で同程度連続で

あるということです. つまり, 任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して,

{ν ∈ N | ∥αt(xν) − xν∥2 < ε ∀t, |t| < δ} が超フィルター ωに属するということ

です.

問題 7.1. f ∈ L1(R)と (xν)ν ∈Mωから列 (
∫
R f(t)αt(x

ν) dt)νを作ると, これは ω

同程度連続であることを示せ.

取扱い注意なのは, αtは各点 tに対してはMωの外部的自己同型でも, Mω,α上

では自明になるケースもあるということです. これを見てみましょう.

例 7.2 (外部的 flow で Connes スペクトル 0). M :=
⊗∞

n=1(M2(C), tr), α :=⊗∞
n=1Ad

(
1 0

0 ei2
nt

)
と定めると, αは外部的作用です. もちろん en := e11 ⊗

· · · e11 ⊗ 1 ⊗ · · · (n − 1回 e11 をテンソルしたもの)はMα に属し, Sp(αen) ⊂
(2
√
3)nZ + 2n+1Z + · · · ⊂ 2nZです. したがって Γ(α) ⊂

∩
n 2

nZ = {0}となり
ます.

命題 7.3. Mω,α上の flow αωのスペクトルについては次のことが言える.

(1). ker(αω)
⊥ = Sp(αω) = Γ(αω).

(2). Γ(αω) ⊂ Γ(α).

例 7.2で考えた flow αを考えます. これは (0以外の)各 tでは外部的なので, 定

理 6.5によればMω上で αt ̸= idです. しかし Γ(α) = 0なので, 前命題によれば

αωはMω,α上で自明な flowとなります.

予想 7.4. AFD factor上の flow αに対しては, Γ(αω) = Γ(α).
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その反対に, Connesスペクトルが fullであっても外部的とは限りません.

例 7.5 (full Connesスペクトルで外部的でない flow). §4.3で考えた flow β は

λ/µ /∈ Qのとき Γ(β) = Rですが, β ∈ GL2(Q)θのとき外部的ではありません.

この例から分かるように, Rの外部的作用を考える際は Connesスペクトルも

セットにした性質を付け加えておくことが重要です.

さて, flowのRohlin性は次のように定式化されています [11, 10].

定義 7.6. 任意の p ∈ Rに対して, あるユニタリ v ∈ Mω,αが αt(v) = eiptv, t ∈ R
となるように存在するとき, αはRohlin性をもつという.

Rohlin性をもつ flowをRohlin flowと呼びます. このとき明らかに αは外部的

作用であり, 命題 7.3から, αが Rohlin flowなら, Γ(α) = Rも従います. Rohlin

性の特徴付けは後回しにして, 分類結果を述べます.

定理 7.7 (増田-と). α, βを factor M 上のRohlin flowとする. もし各 t ∈ Rに対
して, αt ◦ β−1

t ∈ Int(M)ならば, αと βはコサイクル共役である.

それゆえ残った問題は, どういう flowがRohlin性をもつかというものです. 無

限テンソル積型の flowはRohlin性をもつことが見た目から明らかなことが多い

です. 例を見てみましょう.

例 7.8. §4.5で構成した, Rの極小作用αt =
⊗∞

1 Ad

1 0 0

0 eiλt 0

0 0 eiµt

を考えます.

たとえば vn := 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ e21 ⊗ 1 ⊗ · · · (e21は n番目)と定めると, 明らかに

(vn)nは部分等距離作用素からなる 0に収束しない中心列であり, αt(vn) = eiλtvn.

よって λ ∈ Sp(αω). 同様に µ ∈ Sp(αω). λ/µ /∈ Qだから Sp(αω) = R. ユニタリ
固有ベクトルが存在することは次の命題かその次の命題から分かります.

下の命題は具体例を調べるときに役に立ちます. II1型以外のときも正しいと思

いますが, まだ分かっていません.

命題 7.9. M が II1型 factorのとき, αがRohlin flow ⇔ Sp(αω) = R.

命題 7.10. AFD II1型 factorへの極小かつ概周期的な flowはRohlin性をもつ.

証明. αが概周期的であるとは, Mp := {x ∈M | αt(x) = eiptx, ∀t ∈ R}とスペク
トル部分空間を定めたとき, span{Mp | p ∈ R}がM の中で強 (弱でもよい)稠密

なことを言います. Mpたちはトレースについて互いに直交するので (なぜでしょ

うか), H := {p ∈ R | Mp ̸= 0}は高々可算集合です. §6.1の議論 (コホモロジー

消滅でない方)をMpに適用すると, ユニタリ vp := Mpを取れます. とくにHは
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稠密可算部分群であることが分かります. ここからは, αを離散可換群Hの「双

対作用」と見なす方向へ議論をもっていきます. βp := Ad vpはAFD II1型 factor

Mα上に外部的コサイクル作用を起こすのでした. Hには離散位相を入れている

ので, コサイクルを消すことができます. 従って vpをHのユニタリ表現に取って

おけます.

次に βpがよいユニタリ列からできる内部的自己同型で近似します. 具体的に

は, βp := limn→∞ Adwnp , βq(w
n
p ) − wnp

strong−→ 0. こうできるのは, H
β
↷ Mαが外

部的ゆえ Rohlin性をもつためです. そこで unp := (wnp )
∗vpとおきます. すると,

unp ∈Mpであり, x ∈Mα, q ∈ Hに対して

unpxvq = (wnp )
∗βp(x)vp+q ∼ x(wnp )

∗vp+q

= xvqβ−q((w
n
p )

∗)vp ∼ xvq(w
n
p )

∗vp = xvqup.

したがって, (unp )nはM の中心列です. よって任意の p ∈ H に対して, あるユニ

タリ up ∈Mω,αが αt(up) = eiptupとなるように存在します.

q ∈ R \Hについては, pn → qとなる点列 pn ∈ Hを選び, (unpn)nという列を作

れば, qを固有値にもつユニタリ中心列であることが分かります.

例 7.11 (概周期的かつ極小な作用の例). 無限テンソル積を使わない例として, 次

のようなものもありますが, RをT2に稠密に埋め込んで作る方法なので多少新鮮

味に欠けます.

M を II1型 factorとして, そこにZ2の外部的作用 βがあると仮定します. 接合

積N := M ⋊β Z2の implementing unitaryを u, vと書きます. ここには Z2の双

対群T2の極小作用 β̂が β̂(γ,γ′)(u) = γu, β̂(γ,γ′)(v) = γ′v となるように定まります.

そこで非零な λ, µ ∈ Rを λ/µ /∈ Qととり, αt := β̂(eiλt,eiµt)とすれば, 概周期的か

つ極小的な flowとなります.

例 7.12. III型だと概周期的かつ極小だけでは Rohlin性は出ません. たとえば,

M := Rλ⊗Rµを III1型 factorとします (RλとRµはPowers factorで log λ/ log µ /∈
Q). φλ, φµをそれぞれRλ, Rµの周期的状態とすれば, テンソル積状態φλ ⊗ φµの

モジュラー群は極小かつ概周期的ですが, モジュラー群は中心列に自明に作用す

るのでRohlin性はありません.

問題 7.13. 前命題の証明のどこがこの場合に適用できないか調べてみよ.

もちろん概周期的であるが極小ではないRohlin flowも存在します.

例 7.14 (概周期的だが極小でないRohlin flow 1). §4.3で考えたflow R
β
↷Mを考

えます. 外部性の条件は λ, µ ̸= 0かつ λ/µ /∈ Qかつ λ/µ /∈ GL2(Q)θでした. この

flowは明らかに概周期的ですが,エルゴード的なので極小的ではありません. これ

がRohlin性をもつことを [11]の方法で示します. p ∈ Rに対して,近似的に固有ベ
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クトルとなるようなユニタリ中心列を取りたいわけです. そこで (umkvnk)kとい

う列を考えて, いつそのような条件をみたすかを調べてみましょう. まず中心列の

条件は, k → ∞のとき uumkvnku∗−umkvnk → 0かつ vumkvnkv∗−umkvnk → 0で

す. u, vの交換関係を使って計算してみると,これは e2πinkθ → 1かつ e−2πimkθ → 1

であることが分かります.

次に近似的に固有ベクトルとなるためには, βt(u
mkvnk)− eiptumkvnk → 0, ∀t と

なることが必要十分です. これは βの定義から ei(λmk+µnk)t → eipt, ∀t. となりま
す. 問題はこのような条件をみたす (mk, nk) ∈ Z2を取れるかということです. そ

れにはR3の部分群

G := {(mθ + k, nθ + ℓ, λm+ µn) | k, ℓ,m, n ∈ Z}

が稠密であることを示せば十分です. もしそうでないとすると,下記問題の結果か

らある非零な ξ := (x, y, z) ∈ R3が存在して, ⟨g, ξ⟩ ∈ Z, ∀g ∈ Gとなります. この

とき ⟨g, ξ⟩ = (mθ+k)x+(nθ+ℓ)y+(λm+µn)zなので, k = 1, ℓ = m = n = 0とお

くと, x ∈ Z. ℓ = 1, k = m = n = 0とすれば, y ∈ Z. 次にm = 1, k = ℓ = n = 0

とすると, x, y ∈ Zより λz = −θx ∈ Zθ. k = ℓ = m = 0, n = 1とすると,

µz = −yθ ∈ Z + Zθ. これらより λ/µ ∈ Qとなり不適です. よってG ⊂ R3の稠

密性が従います.

ちなみに今取った中心列 (umkvnk)kは C∗環のレベルですでに中心列であるこ

とを注意しておきます.

問題 7.15. G ⊂ R3が稠密でないとき, 上の例にあるようなベクトル ξ ∈ R3が存

在することを示せ. Hint: Gを局所コンパクト可換群, H をその閉部分群とする

とき, G/Hの指標はどのように記述されるかを考えよ.

例 7.16 (概周期的だが極小でない Rohlin flow 2). M =
⊗∞

n=1(M3(C), tr)上に

flow αt =
⊗∞

n=1 Ad

1 0 0

0 eiλnt 0

0 0 eiµnt

 を定める. もちろん αは概周期的です (条

件付き期待値Enを使って考えてみよ). ここで λn → λ, µn → µであって, さらに

αは
⊗m

n=1M3(C)上で固定点が対角成分しかないように取れば, Mαは対角成分

の増大からできる極大可換環 (Cartan部分環)です. よってC ̸=Mα ⊂ (Mα)′∩M
であり, 極小ではありません.

Rohlin性を見るには次のようにします. n番目だけ e21からなる列を例 7.8のよ

うに構成してみると, λn → λより固有値 λの部分等距離作用素がMω,αができま

す. µに対してもそうで, 後は命題 7.9を使えばOKです.

というわけで, Rohlin性から極小性を導くことは一般にはできません. それは

Rohlin性がコサイクル共役で安定的性質であるのに対して,極小性は不安定だから
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です (非コンパクト群Rを考えているから). しかし強外部性についてはどうでしょ

うか. αがもしAFD II1型 factor M 上のRohlin flowならば, (Aut(M) = Int(M)

だから) 分類結果から, 例 7.8のタイプの無限テンソル積型作用とコサイクル共役

となります. これは極小ですから, とくに強外部的です. 強外部性はコサイクル共

役で安定的ですから, 結局AFD II1型のときは次のことが分かりました.

系 7.17. Rohlin flowは強外部的である.

しかし証明に分類理論を使っていて, 何だかずるい気持ちも少ししますね. 直

接証明する方法を考えましょう.

別証明 1. M を factorとし, R α↷ M をRohlin flowとします. p ∈ Rを固定しま
す. するとユニタリ中心列 (vn)nが, αt(vn)− eiptvn

strong∗−→ 0 (n→ ∞) となるよう

に取れます. N := M ⋊α Rとおきます. N 上で内部自己同型の列 Ad πα(vn) が

α̂pに収束することを示します. もしこれが言えたとすると, x ∈ πα(M)′ ∩ N な

らば, α̂p(x) = limn πα(vn)xπα(v
∗
n) = xとなります. pは任意に取れるので, 結局

x ∈ N α̂であり x ∈ πα(M). よって x ∈ Cとなり, αの強外部性が従います.

ep ∈ Cb(R)を ep(t) := e−ipt とおきます. このときM ⊗ B(L2(R))の中で,

πα(vn) − vn ⊗ ep → 0と強 ∗収束することを示します. ξ ∈ H, f ∈ L2(R)に対
して,

∥(πα(vn)− vn ⊗ ep)(ξ ⊗ f)∥2 =
∫
R
|f(t)|2∥(α−t(vn)− e−iptvn)ξ|2 dt

となりますが, これは Lebesgue の収束定理によって 0 に収束します. 同様に

∥(πα(vn)−vn⊗ep)∗(ξ⊗f)∥ → 0もいえます. よって強 ∗収束πα(vn)−vn⊗ep → 0

がいえました. すると ϕ ∈M∗, ψ ∈ B(L2(R))∗に対して,

∥πα(v∗n)(ϕ⊗ ψ)πα(vn)− (v∗n ⊗ e∗p)(ϕ⊗ ψ)(vn ⊗ ep)∥ → 0,

ですが, vnは中心列なので ∥[ϕ, vn]∥ → 0であることから,

∥πα(v∗n)(ϕ⊗ ψ)πα(vn)− (1⊗ e∗p)(ϕ⊗ ψ)(1⊗ ep)∥ → 0,

このことからAut(M ⊗ B(L2(R)))の位相で, Ad πα(vn) → Ad (1 ⊗ ep)が分かり

ます. これをN に制限すれば, Aut(N)の位相でAdπα(vn) → α̂pがいえます (下

記問題参照).

問題 7.18. Q ⊂ P を von Neumann環の包含とします. Aut(P,Q) := {α ∈
Aut(P ) | α(Q) = Q}とするとAut(N)の閉部分群となることを示せ. また, 制限

写像Aut(P,Q) ∋ α 7→ α|Q ∈ Aut(Q) は連続群順同型であることを示せ.
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別証明 2. 1とほぼ同じ方法ですが, N =M ⋊α Rの中で生成元への振る舞いをみ
てみます. ただしこの方法だと各 x ∈ N について, Ad πα(vn)(x) → α̂p(x)しかい

えていません (πα(M)′ ∩N = Cを見るには十分). 証明が遠回りになる分, いろい

ろと接合積の中身が見える気がします.

まず a ∈M , t ∈ Rとして, πα(a)λ
α
t に対して次の計算をしてみます.

πα(vn)πα(a)λ
α
t πα(v

∗
n) = πα(vnaαt(v

∗
n))λ

α
t

∼ πα(vnae
−iptv∗n)λ

α
t (strongly)

∼ e−iptπα(a)λ
α
t (strongly)

= α̂p(πα(a)λ
α
t ).

また ∗の方は,

πα(vn)(πα(a)λ
α
t )

∗πα(v
∗
n) = πα(vn)(λ

α
t )

∗πα(a
∗)πα(v

∗
n)

∼ πα(vn)(λ
α
t )

∗πα(v
∗
na

∗) (strongly)

= πα(vnα−t(v
∗
n))(λ

α
t )

∗πα(a
∗)

∼ eipt(λαt )
∗πα(a

∗) (strongly)

= α̂p((πα(a)λ
α
t )

∗).

ゆえに各 x ∈ C∗(πα(M), λα(R))について, limn vnxv
∗
n = α̂p(x) (強 ∗収束). これ

をM ⋊α R上に拡大するには次のようにします. φ ∈ M∗を忠実正則状態とし, φ̂

をM ⋊α R上の双対荷重とします. φ̂(c∗c) <∞なる c ∈ N を任意に取ります. す

ると

∥πα(vn)cπα(v∗n)∥φ̂ = φ(vnEα̂(c
∗c)v∗n)

ですが, ∥[vn, φ]∥M∗ → 0なので,

∥πα(vn)cπα(v∗n)∥φ̂ → ∥c∥φ̂ (7.1)

となります.

次に f ∈ C(R)をコンパクト台をもつ連続関数, a ∈ M とします. すると

b := λα(f)πα(a)は φ̂についてGNSヒルベルト空間のベクトルを定めます (自然

にHφ̂ = Hφ ⊗ L2(R)). 簡単な計算から

πα(vn)bπα(v
∗
n)− α̂p(b) =

∫
R
f(t)λαt πα(α−t(vn)av

∗
n − eipta)

が分かります. 従って

∥πα(vn)bπα(v∗n)− α̂p(b)∥φ̂ =

∫
R
|f(t)|2∥α−t(vn)av

∗
n − eipta∥2φ dt
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非積分関数は 0に収束し, Lebesgueの収束定理から,

lim
n

∥πα(vn)bπα(v∗n)− α̂p(b)∥φ̂ = 0 (7.2)

が分かりました.

さて bを先ほどのように取ります. 今 x ∈ N に対して, y ∈ C∗(πα(M), λα(R))
を

∥(x− y)b∥φ̂ < ε, ∥(x∗ − y∗)b∥φ̂ < ε

となるように取ります. このとき

∥(vnxv∗n − α̂p(x))α̂p(b)∥φ̂ ≤ ∥vnxv∗n(α̂p(b)− vnbv
∗
n)∥φ̂ (7.3)

+ ∥vn(x− y)bv∗n∥φ̂ (7.4)

+ ∥vnyv∗n(vnbv∗n − α̂p(b))∥φ̂ (7.5)

+ ∥(vnyv∗n − α̂p(y))α̂p(b)∥φ̂ (7.6)

+ ∥α̂p((x− y)b)∥φ̂ (7.7)

と評価します. ∥πα(vn)xπα(v∗n)∥ = ∥x∥, ∥πα(vn)yπα(vn)∥ = ∥y∥に注意して, (7.2)

を使えば, (7.3), (7.5)が 0に収束することが分かります. 次に (7.1)から, (7.4)は

∥(x− y)b∥φ̂に収束します. (7.6)に関しては, y ∈ C∗(πα(M), λα(R))なので 0に収

束します. 最後に φ̂は α̂不変荷重なので, (7.7)は ∥(x− y)b∥φ̂に等しいです. した

がって,

lim sup
v→∞

∥(vnxv∗n − α̂p(x))α̂p(b)∥φ̂ ≤ 2∥(x− y)b∥φ̂ < 2ε.

まったく同様の評価を x∗, y∗についても行えば,

lim sup
v→∞

∥(vnx∗v∗n − α̂p(x
∗))α̂p(b)∥φ̂ ≤ 2∥(x∗ − y∗)b∥φ̂ < 2ε.

が言えます. ε > 0が任意なことと, b = λα(f)πα(a)たちがHφ̂の中で稠密であ

ることから (もちろん考えている πα(vn)xπα(v
∗
n)がノルム有界でもあることから),

πα(vn)xπα(v
∗
n)は α̂p(x)に強 ∗収束することが分かりました. 2

以上の議論では, 暗に次の主張の一方を示しています.

命題 7.19. R α↷ M を factor M への flowとすると, αがRohlin flowであること

と, dual flow α̂が不変的に近似的内部的であることは同値である.

ここで P 上の flow β が不変的に近似的に内部的 (invariantly approximately

inner) 10とは, 任意の T ∈ Rに対して, ユニタリ列 un ∈ P が βT = limnAdunか

つ βt(un)− un → 0(強 ∗収束, ∀t ∈ R) となるように存在することである. 明らか

に近似的内部性よりも強い性質です.

10副詞が 2つに形容詞が 1つのややこしい名称ですね．何かいい名称はあればいいのですが．
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例 7.20. M を AFD factorとすると, モジュラー自己同型群 σφは不変的に近似

的に内部的です. 実際モジュラー自己同型の特殊事情から, σφT ∈ Int(M)ならば

AFDでなくとも不変的に近似的に内部的がいえます. というのも, φを忠実正則

状態として, σφT = limnAdunと表しておくと, φ = φσφT = limn φ ◦ Adun となり
ます. Connesコサイクルの汎関数に関する連続性から, u∗nσ

φ
t (un) = [Dφ◦Adun :

Dφ]t → [Dφ : Dφ]t = 1 となります (tに関して広義一様強 ∗収束).

一方MがAFDのとき σφT ∈ Int(M)であることは, II型のときは明らかで, IIIλ
(λ ̸= 1)のときは Connesにより, そして最後に残った III1 型の場合は Connes-

Haagerup理論により解決されました (§7.3参照).

7.2 未解決問題

Rohlin flowに対しては分類が完成されているのでした. そこで残った問題は何

がRohlin性を導くかということです.

予想 7.21. RのAFD II1型 factor M への flow αに対して, 次の条件は同値.

(1). αは外部的かつ Γ(α) = R.

(2). αは強外部的である.

(3). αはRohlin性をもつ.

(1)では, 外部性とともに Γ(α) = R も仮定しています. 一般には一方からもう

一方が出ないからです. 実際, 例 7.2の flowは外部的で Γ(α) = 0ですし, §4.3で
無理数回転環から構成した flow βは, 問題 4.15により λ/µ /∈ Qのとき Γ(β) = R
です. しかし命題 4.14によって, λ/µ ∈ GL2(Q)θのときは外部的ではないことが

分かります.

さて上の予想のうち, (2)⇒(1)はOKです. (3)⇒(2)は Lemma 7.17で解決済み

です. これまでの経験からすると, (1)⇒(2), そして (2)⇒(3)は両方とも肯定的に

解けると思うのですが, どちらもまだ未解決です. (1)⇒(3)の部分的な結果とし

て次のものがあります.

定理 7.22 (河東). M を AFD II1 型 factor, R α↷ M を flowとする. もし αが

Γ(α) = R かつM のある Cartan部分環を (各点ごとに)固定するならば, αは無

限テンソル積型 flowにコサイクル共役である. また, βを無限テンソル積型 flow

とすれば αは βを吸収する, つまり α⊗ βは αとコサイクル共役である.

Cartan部分環はAFD II1型因子環の中で同型によって相互に移しあえるので,

M = L∞(X)⋊Z, α|L∞(X) = id. と仮定できます. L∞(X)は行列環の無限テンソ

ル積の対角成分から生成される Cartan部分環に表現されできます. さらに αも

34



無限テンソル積型にするように同変に表現することを示せばRohlin性が従う, と

いう方針で証明されました. ちなみに定理の条件から外部性が従うことを見るの

は簡単です. 実際Aをαが固定するCartan部分環とし, あるT ∈ RでαT = Ad u

と仮定します. すると u ∈ A′ ∩M = Aです. すると簡単に πα(u
∗)λαT がM ⋊α R

の中心に入ることが分かります. Connesスペクトルが Rなので中心は自明であ
るため, T = 0以外ありえないことが分かります.

強外部性のチェックも, 定理の証明とは別に直接できます.

問題 7.23. 前定理の仮定のもとに, αは強外部的であることを示せ.

系 7.24. M を AFD II1型 factor, Γ(α) = Rかつある Cartan部分環を固定する

flow R α↷M はコサイクル共役を除いて一意的である. 特にαはRohlin性をもつ.

予想 7.21の解決のために, 定理 7.22を経由するのであれば, Cartan部分環を固

定するように flowをコサイクル摂動することができることを示す必要があるで

しょう.

III型の場合, 強外部性M ′ ∩ (M ⋊α R) = Cよりも強い性質を仮定しなくては
ならないでしょう (III1型のときモジュラー自己同型群は強外部的だが, 中心列に

は自明に作用することを思い出そう).

予想 7.25. RのAFD factor M への flow αに対して, 次の条件は同値.

(1). αは「とても外部的」である.

(2). αはRohlin性をもつ.

ここで「とても外部的」(very outer 11)とは, M̃ =M ⋊σφ RをM の core, α̃を

αの coreへの標準拡大としたとき, α̃が強外部的であることを意味する. つまり,

M̃ ′ ∩ (M̃ ⋊α̃ R) = Z(M̃).

7.3 Connes-Haagerup理論との関係

まず Connes-Haagerup理論で何をどのような手順で示したかをまとめておき

ます.

忠実正則状態φ ∈M∗に対して,漸近的中心化環 (asymptotic centralizer) AC(φ)

と漸近的第二中心化環 (asymptotic bicentralizer) AB(φ)を次のように定義します.

AC(φ) := {(xν)ν ∈ ℓ∞(M) | lim
ν→∞

∥[φ, xν ]∥ = 0},

AB(φ) := {x ∈M | lim
ν→∞

[x, xν ] = 0強収束, ∀(xν)ν ∈ AC(φ)}.

するとAB(φ)はM の von Neumann部分環となります (AB(φ) ⊂ M ′
φ ∩M に注

意).
11もちろんこのノートだけの用語です.
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定理 7.26 (Connes). M をAFD III1型 factorとする. このとき次がいえる.

(1). もしある忠実正則状態φについてAB(φ) = Cならば, σφt ∈ Int(M), ∀t ∈ R.

(2). もし σφt ∈ Int(M), ∀t ∈ R ならば, M は荒木-Woods factorに同型.

定理 7.27 (Haagerup). M をAFD III1型 factorとする. このとき, 任意の忠実正

則状態 φに対してAB(φ) = Cがいえる.

Connes-Haagerup理論の主定理 σφt ∈ Int(M)を認めることにして, Rohlin flow

の分類の観点から定理 7.26(2)を証明してみましょう (もとの証明はモデル作用の

分離をおこなうもの).

定理 7.26(2)の証明. σφは不変的に近似的に内部的ですので (例 7.20), その core

への双対 flow R θ↷ M ⋊σφ R := N は Rohlin性をもちます (命題 7.19). さらに

N のトレース τ を τ ◦ θs = e−sτ とスケールします. もう一つAFD III1型 factor

P から core Qと θ′を構成します. すると, N とQは AFD II∞型 factorなので

同型です (N = Qとみなす). さらに θ, θ′は同じ割合で τ をスケールするので,

θs ◦ θ′−s ∈ Int(N)です. Rohlin flowの分類定理 (定理 7.7)より, θと θ′はコサイ

クル共役. 竹崎の双対定理からM ⊗ B(L2(R)) ∼= P ⊗ B(L2(R)). M,P は無限型

factorだからM ∼= P . 2

もしConnes-Haagerupの力を借りずにやりたいのならば, 次の問題を解決しな

くてはならないでしょう.

問題 7.28. AFD II∞型 factorへの flow θで τ ◦ θs = e−sτ をみたすものがRohlin

性をもつことを, Connes-Haagerup理論を用いずに証明せよ.

ただ命題 7.19の性質を考えてみると, ほとんど同等の難しさなのですが. 次の

問題も有名未解決問題です. これまでに発見された III1型 factorでは反例が見つ

かっていません.

予想 7.29. 任意の III1型 factorに対して, 漸近的第二中心化環は自明か?
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