
凸関数とルジャンドル変換についてのノート

REIJI TOMATSU

• おことわり

下記ノート中の数学用語は世間に広く流布しているものではないので，ご注意下さい．

1. 単調関数の右連続化と「逆関数」

有限区間 I = [a, b]を固定しておく．ここでは単調増加関数は広義のものとする．単調
増加関数ϕに対して，ϕ(x± 0) := lim

ε→0+
ϕ(x± ε)と書く．実数の性質からこれは必ず収束

する (下限の存在)．

Lemma 1.1. ϕを I上の単調増加関数とすると，Iのうち高々可算個の点でジャンプが起
きうる，すなわち集合 Jϕ := {t ∈ I | ϕ(t − 0) < ϕ(t + 0)} は高々可算濃度をもつ．

Proof. 各点 t ∈ Jϕに対して，ϕ(t− 0) < q(t) < ϕ(t+0)をみたす有理数 q(t)を適当に一つ
選ぶ．写像 q : Jϕ → Qが単射的であることを示す．s, t ∈ Jϕ, s < tとする (Jϕが空集合の
時や 1点のときは示すことは何もない)．すると右, 左極限の定義からϕ(s + 0) ≤ ϕ(t− 0)
である．q(s) < ϕ(s + 0), ϕ(t − 0) < q(t)だから当然 q(s) ̸= q(t)である．よって qは単射
的であり，Qが可算濃度をもつから Jϕもそうである． ¤

特に単調増加関数は可測である．

Definition 1.2. 上の単調増加関数 ϕをとる．[a, b)上の関数 ϕ̂を次で定義する．

ϕ̂(t) = ϕ(t + 0) for all t ∈ [a, b).

ϕ̂を ϕの右連続化という．

Lemma 1.3. ϕを単調増加関数とするとき，その右連続化 ϕ̂は [a, b)上で右連続単調増加
関数である．

Proof. まず単調性をチェックする．Iの2点 t < t′をとる．するとϕ(t+0) ≤ ϕ(t′) ≤ ϕ(t′+0)
であることが定義からわかる．次に右連続性をチェックする．単調性から inf{ϕ̂(t + ε) |
ε > 0} = ϕ̂(t)をチェックすることにする．これは，ϕ̂(t + ε) = inf{ϕ(t + ε + δ) | δ > 0}
なので，

inf{ϕ̂(t + ε) | ε > 0} = inf{ϕ(t + ε + δ) | ε, δ > 0} = ϕ̂(t)

と変形されることから従う． ¤
Definition 1.4. ϕ : [a, b] → Rを単調増加関数とする．関数ϕ−1 : [ϕ(a), ϕ(b)] → Rを次で
定義する．

ϕ−1(p) = sup{t ∈ [a, b] | ϕ(t) ≤ p} for all p ∈ [ϕ(a), ϕ(b)].

これを ϕの逆関数と呼ぶ．
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ϕ−1の性質は以下のとおり．

Lemma 1.5. ϕを I上の単調増加関数とする．このとき次が成り立つ．

(1) ϕ−1は [ϕ(a), ϕ(b))上で右連続単調増加関数．
(2) [ϕ−1(ϕ(a)), b)上で，(ϕ−1)−1 = ϕ̂がなりたつ. 特にϕが右連続であれば，(ϕ−1)−1 =

ϕとなる．

Proof. (1). 単調性を確認する．2点p < p′を区間 [ϕ(a), ϕ(b)]からとる．点 t ∈ Iがϕ(t) ≤ p
を満たしているとすれば，ϕ(t) ≤ q′もいえる．よって，{t | ϕ(t) ≤ p} ⊂ {t | ϕ(t) ≤ p′}
がいえて，定義から ϕ−1(p) ≤ ϕ−1(p′)がいえる．

次に右連続であることを示す．(ϕが定数関数なら [ϕ(a), ϕ(b))は空集合であるからそう
でない場合を考える.) 点 p ∈ [ϕ(a), ϕ(b))をとる．tp = ϕ−1(p)と書き，ε > 0を固定する．
δ := ϕ(tp + ε) − p ≥ 0と δを決める．ここで δ > 0であることに注意しておく．実際に
tp + εは (閉じているかどうかは分からない)集合 {t | ϕ(t) ≤ p}の上限を εだけ越してい
るから，この集合には含まれないので，特に ϕ(tp + ε) > pである．よって δ > 0．さて，
q ∈ [ϕ(a), ϕ(b))が 0 ≤ q − p < δを満たすならば，|ϕ−1(q) − ϕ−1(p)| < εであることを示
そう．p ≤ q < p + δ = ϕ(tp + ε). すると定義によって，ϕ−1(q) ≤ tp + ε. 一方 ϕ−1は単調
増加であるから，tp = ϕ−1(p) ≤ ϕ−1(q). よって特に |ϕ−1(q)−ϕ−1(p)| < εである．εは任
意であるから右連続性が示された．

(2). まず，(ϕ−1)−1 ≤ ϕ̂を示そう．定義により，

(ϕ−1)−1(t) = sup{p | ϕ−1(p) ≤ t}. (1.1)

さてϕ−1(p) ≤ tならば，p ≤ ϕ̂(t)である．実際，ε > 0として t+εは集合{u ∈ I | ϕ(u) ≤ p}
の上限 ϕ−1(p)を真に越えるから，ϕ(t + ε) > pである. ε → 0として ϕ̂(t) ≥ pがいえる．
したがって (1.1)において (ϕ−1)−1(t) ≤ ϕ̂(t)が従う．

次に (ϕ−1)−1 ≥ ϕを示す．t ∈ I，ε > 0を取る．p = ϕ(t)− εとおけば，ϕ−1(p) ≤ tであ
ることをいう．これには，{u ∈ I | ϕ(u) ≤ p} ⊂ [a, t]であることをいえばよい．実際に，
p = ϕ(t) − εなので，ϕ(u) ≤ pでかつ u > tは ϕの単調増加性よりありえない．よって，
ϕ−1(p) ≤ t. 関数 (ϕ−1)−1の定義から，p ≤ (ϕ−1)−1(t), つまり ϕ(t) − ε = p ≤ (ϕ−1)−1(t).
εは任意であったから (ϕ−1)−1 ≥ ϕが従う．

さて得られた関数の不等式ϕ ≤ (ϕ−1)−1 ≤ ϕ̂のそれぞれの辺に右連続化を施す (右連続
化は不等号を保存することに注意)と，ϕのみ変わって ϕ̂となる．よって (ϕ−1)−1 = ϕ̂. ¤

凸関数との関係で次は重要である．

Lemma 1.6. ϕ : I → Rを単調増加関数とする．このとき，関数 ϕ̃ : I → Rを次で定義
する．

ϕ̃(x) =

∫ x

a

ϕ(t) dt.

このとき，ϕ̃は下に凸な関数である．

Proof. 内点 c ∈ Iをとり，次式をしめす．

ϕ̃(c) − ϕ̃(a)

c − a
≤ ϕ̃(b) − ϕ̃(c)

b − c
(1.2)
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まず左辺について，

ϕ̃(c) − ϕ̃(a) =

∫ c

a

ϕ(t)dt

≤
∫ c

a

ϕ(c)dt

= (c − a)ϕ(c)

から次が従う．
ϕ̃(c) − ϕ̃(a)

c − a
≤ ϕ(c).

次に右辺について，

ϕ̃(b) − ϕ̃(c) =

∫ b

c

ϕ(t)dt

≥
∫ b

c

ϕ(c)dt

= (b − c)ϕ(c)

から次がいえる．

ϕ(c) ≤ ϕ̃(b) − ϕ̃(c)

b − c
.

上の二つを合わせて，(1.2)が示された． ¤

2. 凸関数のルジャンドル変換

区間 I = [a, b]上の (下に)凸な関数 f を考える．凸性は連続性を導くことを注意してお
く．さて右 (左)微分作用素D+, D−を次で定義する．

D+f(x) = lim
ε↓0

f(x + ε) − f(x)

ε
for all x ∈ [a, b),

D−f(x) = lim
ε↓0

f(x) − f(x − ε)

ε
for all x ∈ (a, b].

これらが定義できることは，lim内が εに対して二つとも単調に振舞うことからわかる．
凸性から導かれる次の不等式は基本的である．

D−f(x) ≤ D+f(x) ≤ D−f(y) ≤ D+f(y) for all a < x < y < b.

a ≤ x < y ≤ bについても真ん中の不等式D+f(x) ≤ D−f(y)は成り立つことにも注意し
よう．これ以降，区間の端での微分は有限値をもつものと仮定する:

−∞ < D+f(a), D−f(b) < ∞.

Lemma 2.1. I上の凸関数 f にたいして，次が成り立つ．

(1) D+f : [a, b) → Rは右連続単調増加関数．
(2) D−f : (a, b] → Rは左連続単調増加関数．
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Proof. (1). x ∈ [a, b), ε > 0をとる．それにたいして，(極限の定義より)δ > 0を x+ δ < b
かつ

f(x + δ) − f(x)

δ
< D+f(x) + ε

となるようにとってこれる．関数 x 7→ f(x + δ) − f(x)は連続 (凸性が連続性を導くこと
に注意)だから，次を満たすような δ′ > 0が存在する．

f(x + δ + δ′) − f(x + δ′)

δ
< D+f(x) + ε.

定義により次が成り立つ．
D+f(x + δ′) < D+f(x) + ε.

よって，

D+f(x) ≤ lim
µ↓0

D+f(x + µ) = inf
µ>0

D+f(x + µ) ≤ D+f(x + δ′) < D+f(x) + ε.

不等式
D+f(x) ≤ lim

µ↓0
D+f(x + µ) < D+f(x) + ε

については εは任意に動かせるので，D+f(x) = limµ↓0 D+f(x + µ), つまり右連続である．

(2). (1)と同様． ¤

前に Lemma 1.6で，単調増加関数を積分すると凸関数になることを示したが，任意の
凸関数はそのように記述できることをみよう．

Lemma 2.2. f を I上の凸関数とする．このとき f は次のように積分表示される．

f(x) = f(a) +

∫ x

a

D+f(t)dt.

ここでD+f をD−f に変更しても等式はなりたつ．

Proof. D+fの方の等式を示す．D−fの方も同様に証明できる．右微分の定義からa < t < x
をみたす tについて，次がいえる．

D+f(t) = lim
n→∞

n(f(t + 1/n) − f(t)).

この lim内の数値は nに関わらず上からD−f(b) < ∞で押さえられるので，ルべーグの
収束定理によって極限と積分を入れかえた式が成り立つ:∫ x

a

D+f(t)dt = lim
n→∞

∫ x

a

n(f(t + 1/n) − f(t))dt.

右側の式は以下のように計算できるので，この補題にある式がなりたつ．

lim
n→∞

∫ x

a

n(f(t + 1/n) − f(t))dt = lim
n→∞

n

∫ x+1/n

a+1/n

f(t)dt − n

∫ x

a

f(t)dt

= lim
n→∞

n

∫ x+1/n

x

f(t)dt − n

∫ a+1/n

a

f(t)dt

= f(x) − f(a),

ここで最後の等式は，f の連続性から従う． ¤
Lemma 2.3. I上の凸関数 f について次が成り立つ．
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(1)

D+f(x − 0) = D−f(x) for all x ∈ (a, b)

(2)

D−f(x + 0) = D+f(x) for all x ∈ (a, b)

Proof. (1). 凸関数 f は単調増加関数 ϕを用いて

f(x) = f(a) +

∫ x

a

ϕ(t)dt

と積分表示される (たとえば ϕ = D+f あるいは ϕ = D−f)．すると次がいえる．

D+f(x) = ϕ(x + 0), D−f(x) = ϕ(x − 0) (2.1)

右側は左側と同じように済むので左側だけ示す．ε > 0とする．ϕ(t0) ≤ ϕ(x + 0) + εとな
る x < t0をとってくる．するともちろん x < t < t1 ≤ t0ではϕ(t) ≤ ϕ(x + 0) + ε. よって

f(t1) − f(x)

t1 − x
= (t1 − x)−1

∫ t1

x

ϕ(t)dt (2.2)

≤ (t1 − x)−1

∫ t1

x

(ϕ(x + 0) + ε)dt

= ϕ(x + 0) + ε

となり，これから
f(t1) − f(x)

t1 − x
≤ ϕ(x + 0) + ε.

(2.2)に ϕ(t) ≥ ϕ(x + 0)を使うと，次の下からの評価を得る

ϕ(x + 0) ≤ f(t1) − f(x)

t1 − x
.

x < t1 ≤ t0で t1 → xの極限をとると，

ϕ(x + 0) ≤ D+f(x) ≤ ϕ(x + 0) + ε.

これから x ∈ (a, b)に対して，ϕ(x+0) = D+f(x)が分かった．同様にϕ(x− 0) = D−f(x)
もいえる．

さて，(2.1)の左側の式でϕ = D−fとしてみると，D+f(x) = D−f(x+0)がいえる．ま
た (2.1)の右側の式で ϕ = D+f としてみると，D−f(x) = D+f(x − 0)がいえる．． ¤

さてルジャンドル変換の定義をしよう．そのために，まず

α = inf
t∈(a,b)

D−f(t), β = sup
t∈(a,b)

D+f(t).

とおく．我々はこれらが実数値であるものについて話を進めている．前補題によりこれら
は次のようにも書ける．

α := D+f(a), β =: D−f(b)

Definition 2.4. 以上の設定のもとで，f のルジャンドル変換を次で定める．

g(p) := p(D+f)−1(p) − f((D+f)−1(p)) for all p ∈ (α, β).
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g(p)の積分表示を与えよう．α = D+f(a) < p < D−f(b) = β と仮定しよう. c :=
(D+f)−1(p)とおき，長方形集合R = [a, c] × [α, p]を考える. 今自明なことだが，次がな
りたつ．

R = {(x, y) ∈ R | D+f(x) ≥ y} ∪ {(x, y) ∈ R | D+f(x) < y}.
µをR2のルべーグ測度とする.集合A = {(x, y) ∈ R | D+f(x) < y}，B = {(x, y) ∈ R |
x ≤ (D+f)−1(y)}をくらべて，A ⊂ Bであり両者の測度が変わらないことを示す．A ⊂ B
は単調増加関数の逆関数の定義から明らか. (x, y) ∈ Bなら x ≤ (D+f)−1(y)であるので，
D−f(x) = D+f(x−0) ≤ y. よってB\Aは可測集合{(x, y) ∈ R | D−f(x) ≤ y ≤ D+f(x)}
に含まれる．これが測度零であることは，Fubiniの定理を使って次のようにして分かる
(χEは集合Eの特性関数，つまり χEの値域は {0, 1}で，χE(x) = 1となるのは x ∈ Eに
対してのみ，という関数)．

µ({(x, y) ∈ R | D−f(x) ≤ y ≤ D+f(x)}) =

∫ c

a

dx

(∫ p

α

dyχ{(x,y)∈R|D−f(x)≤y≤D+f(x)}

)
=

∫ c

a

dx (D+f(x) − D−f(x))

= f(c) − f(a) − (f(c) − f(a)) = 0,

ここで最後の等式は, Lemma 2.2から従う．よって µ(A) = µ(B).

一方

µ(B) =

∫ p

α

((D+f)−1(y) − a) dy

より，

µ(R) = µ({(x, y) ∈ R | D+f(x) ≥ y}) + µ({(x, y) ∈ R | D+f(x) < y})
= µ({(x, y) ∈ R | D+f(x) ≥ y}) + µ(A)

= µ({(x, y) ∈ R | D+f(x) ≥ y}) + µ(B)

=

∫ c

a

(D+f(x) − α) dx +

∫ p

α

((D+f)−1(y) − a) dy

= f(c) − f(a) − α(c − a) +

∫ p

α

((D+f)−1(y) − a) dy

= f(c) − f(a) − α(c − a) − a(p − α) +

∫ p

α

(D+f)−1(y) dy.

一方 µ(R) = (c − a)(p − α), g(p) = cp − f(c)なので，次が得られた.

Lemma 2.5. f は [a, b]上の凸関数で，α := inf{D−f(t) | t ∈ I}, β := sup{D+f(t) |∈ I}
は有限値とする. gを f のルジャンドル変換とすると，D+f(a) < p < D+f(b)となる pに
対して，次が成り立つ.

g(p) = aα − f(a) +

∫ p

α

(D+f)−1(y) dy.

特に, gは凸関数であり

D−g(p) = (D+f)−1(p − 0), D+g(p) = (D+f)−1(p + 0) = D+f(p).

微係数のジャンプについては次がいえる.
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Lemma 2.6. 上の補題と同じ状況で，次がなりたつ.

{t ∈ (a, b) | D−g(p) ≤ t ≤ D+g(p)} = {t ∈ (a, b) | D+f(t − 0) ≤ p ≤ D+f(t)}.

Proof. D−g(p) ≤ t ≤ D+g(p)とする. これは

(D+f)−1(p − 0) ≤ t ≤ (D+f)−1(p)

を意味する. 左側の不等号は任意の ε, δ > 0について，(D+f)−1(p − ε) < t + δを導く.
従って，p − ε < D+f(t + δ). すなわち，p ≤ D+f(t + 0) = D+f(t)がいえる．次に右側
の不等式からD+f(t − 0) ≤ pがいえる. よって包含関係⊂がなりたつ．逆をたどれば⊃
もいえる. ¤

D−g(p) < D+g(p)の場合，t1 < t < t2を満たす t1, t, t2を [D−g(p), D+g(p)]からとると，
p ≤ D+f(t1) ≤ D+f(t − 0) ≤ pなので

D+f(t1) = p = D+f(t − 0).

同様に
D+f(t) = p = D+f(t2 − 0).

よって，D+f(t) = p = D+f(t − 0) = D−f(t)となる. 特に f は (D−g(p), D+g(p))におい
て, 微分可能で微係数は pをとる.
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