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1 Introduction

本論文は, A. Kishimoto–N. Ozawa–S. Sakai の Homogeneity of the pure state space of a

separable C∗-algebra ([11])について再考し, まとめたものである. 原論文では簡単な場合のみ証

明をしている部分や証明を省略している部分がある. 例えば, 原論文の Theorem 3.1（本論文の

Theorem 4.1）では, Lξω ⊥ Lη かつ ⟨πω(x∗i )ξω, πω(x∗j )ξω⟩ = ⟨πω(x∗i )η, πω(x∗j )η⟩という場合につ
いてのみ証明が与えられている. これに対し本論文では, 一般の場合についても証明をつけた. ま

た, その他で非自明なものにもほとんど全て証明をつけた.

主定理について説明する. C∗-algebra上には pure stateと呼ばれる関数が定義できる. state τ

が pure state（純粋状態）であるとは, もし positive linear functional ρが ρ ≤ τ を満たすなら

ば, ある t ∈ [0, 1]で ρ = tτ となるものが取れるものである. [11]の主定理は,

Theorem 1.1 (Main Theorem). Aを separable C∗-algebraとする. kerπω1 = kerπω2 なる任意

の ω1, ω2 ∈ PS(A)に対し, ある α ∈ AInn(A)が存在して, ω1 ◦ α = ω2 を満たす.

というものである. ただし, PS(A) := {φ ∈ A∗ | φ is a pure state}とし, AInn(A) := {α ∈
Aut(A) | α is an asymptotically inner of A}とする (Definition 2.5). つまりこの主定理は, とて

も広いクラスの作用素環に対して, GNS表現の kernelが同じ 2つの pure stateは, ある自己同型

を通して同一視できる, というものである.

この定理を示すために, 次の性質を挙げる.
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Property 1.2. 任意の F ⋐ A, πω(A) ∩ K(Hω) = {0} なる ω ∈ PS(A), ε > 0 に対し, ある

G ⋐ A, δ > 0が存在して, 以下を満たす.

もし, φ ∈ PS(A)が πφ
q∼ πω, |φ(x)−ω(x)| < δ, x ∈ Gを満たすならば,ある (ut)t∈[0,1] ⊂ U(A)

で tに関して連続で, u0 = 1, φ = ω ◦Adu1,

∥Adut(x)− x∥ < ε, x ∈ F, t ∈ [0, 1]

を満たすものが存在する. ただし,
q∼はquasi-equivalenceを,K(Hω)はHω上の compact operators

を表すものとする.

まず初めに, Property 1.2を満たす C∗-algebraは, Theorem 1.1を満たすことを示す. また, も

う 1つ次の性質を挙げる.

Property 1.3. 任意の F ⋐ A, A の irreducible representation π : A → B(H), H 上の finite

rank projection E, ε > 0に対し, ある n ∈ Nと, ある x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ M1,n(A)が存在し

て, ∥xx∗∥ ≤ 1, π(xx∗)E = E, ∥ ad aAdx∥ < ε, a ∈ F を満たす. ただし, ad a(b) := ab − ba,

b ∈ A, (Adx)(b) :=
∑n

i=1 xibx
∗
i , b ∈ Aとする.

次に, Property 1.3を満たす C∗-algebraは, Property 1.2を満たすことを示す. そして最後に

U. Haagerupの結果 ([8, Theorem 2.1])を使って, 任意の separable C∗-algebraが Property 1.3

を満たすことを示す.

歴史的には, この定理の元となった結果はR. T. Powersの結果である. Powersの結果は次のも

のである. ([14, Theorem 2.7])

Theorem (Powers). Mnを n次行列環とし, {mn}∞n=1 ⊂ Nを増大列とする. AをMmn によっ

て生成される UHF algebraとする. i = 1, 2に対し, πi : A → B(Hi)を factor representationと

し, ξi ∈ Hi に対し, ωi(x) := ⟨πi(x)ξi, ξi⟩とする. このとき, 次は同値である.

(1) π1
q∼ π2

(2) 任意の ε > 0に対して, ある n ∈ Nが存在して, ∥ω1|Mc
mn

− ω2|Mc
mn

∥ < ε.

ただし, M c はM の Aでの relative commutantを表す.

Powersは, 行列環の増大列によって生成されるUHF algebraというC∗-algebraと, vector state

と呼ばれる代表的な pure stateについて研究を行った. 次に O. Bratteli [2, Theorem 4.5]によっ

て Powersの結果が AF algebra上でも成り立つことが示され, Bratteli–Kishimoto [3, Theorem

6]らによって Powersの結果が Cuntz algebra上でも成り立つことがわかった.

更に H. Futamura–N. Kataoka–A. Kishimotoによって, 本論文の主定理の形での主張が, 非

常に広いクラスの simple separable nuclear C∗-algebra 上の pure state に対して成立すること

が示された. Futamura–Kataoka–Kishimoto は, C∗-algebra における, ある性質 ([7, Property

2.9], 本論文では Property 1.2)を見つけ出し, Futamura–Kataoka–Kishimotoは, Property 1.2

を満たす C∗-algebraについては主定理が成り立つことを導いた. そして, 離散従順群の Group

C∗-algebraや, purely infinite C∗-algebraなどの様々な C∗-algebraが Property 1.2を満たすこと

を示し, その結果として, それらの C∗-algebraについて主定理が成り立つことを導いた. そして

最後に Kishimoto–Ozawa–Sakaiによって, 任意の separable C∗-algebraが Property 1.2を満た

すことがわかり, 主定理が成り立つことが導かれた.

2



本論文の構成を述べる. 第 2章では, 本論文を読むために必要な Notationや, 定義, 基本的な

定理について紹介する. Kadison’s Transitivity (Theorem 2.13)については, ノルム評価付きのも

のが後の章で必要となるので, 証明もつけた. 第 3章では, Property 1.2を満たす C∗-algebraは,

Theorem 1.1を満たすことを示す. 第 4章では, Property 1.3を満たす C∗-algebraは, Property

1.2を満たすことを示す. 先にも述べたが, Theorem 4.1について, 一般の場合についても証明を

つけた. 最後に第 5章では, 任意の separable C∗-algebraは, Property 1.3を満たすことを示す.

第 5章では, 非自明な主張（Lemma 5.10）についても証明をつけた.

2 Preliminary

2.1 Notation

Aを C∗-algebra, H を Hilbert space, r > 0とする.

• B(H) := {a : H → H | a is a bounded linear operator}

• K(H) := {a ∈ B(H) | a is a compact operator}

• Asa := {a ∈ A | a is self-adjoint}

• U(A) := {u ∈ A | u is a unitary}

• Aut(A) := {α : A→ A | α is a ∗-isomorphism}

• S(A) := {φ ∈ A∗ | φ is a state}

• PS(A) := {φ ∈ A∗ | φ is a pure state}

• ♯A は, Aの濃度を表すものとする.

• A⊙A は, Aの代数的テンソル積を表すものとする.

• σ(A,A∗)-topology は, Aに A∗ から誘導される weak topologyを表すものとする.

• σ(A∗∗, A∗)-topology は, A∗∗ に A∗ から誘導される weak∗ topologyを表すものとする.

a, b ∈ A, ε > 0に対し,

• Sp(a) := {λ ∈ C | λ1− a is not invertible}

• ad a(b) := ab− ba

• Ad a(b) := aba∗

• a
ε
≈ b

defn⇐⇒ ∥a− b∥ < ε

F ⊂ Aに対し,

• F ⋐ A ⇐⇒ F は, Aの finite subsetである.

• coF :=

{
n∑

i=1

tixi

∣∣∣∣∣ n ∈ N, t1, t2, · · · , tn ≥ 0, x1, x2, · · · , xn ∈ F

}
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• F
n
は, F の Aにおける norm-closureを表すものとする.

• F
w
は, F の Aにおける weak-closureを表すものとする.

ξ, η, ζ ∈ H, ε > 0に対し,

• θξ,η ∈ H∗ を θξ,η(ζ) := ⟨ζ, η⟩ξとする.

• ξ
ε≈ η

defn⇐⇒ ∥ξ − η∥ < ε

Normed space X, r > 0に対し,

• Xr := {x ∈ X | ∥x∥ ≤ r}

Aを C∗-algebra, H を Hilbert spaceとし, A ⊂ B(H)とする. また, x, xn ∈ A, n ∈ Nとする.

• I(A) := {u ∈ A | u is an isometry}

• A′ := {b ∈ B(H) | ab = ba for all a ∈ A}

• Z(A) := A ∩A′

• xn
s→ x, x = s- lim

n→∞
xn

defn⇐⇒ xn は xに strong topologyで収束する.

• xn
w→ x, x = w- lim

n→∞
xn

defn⇐⇒ xn は xに weak topologyで収束する.

• xn
σ-w→ x, x = σ-w- lim

n→∞
xn

defn⇐⇒ xn は xに σ-weak topologyで収束する.

• xn
n→ x

defn⇐⇒ xn は xに norm topologyで収束する.

Aを C∗-algebraとし, α, αn ∈ Aut(A), n ∈ Nとする.

• αn
pt-n→ α

defn⇐⇒ α(x) = lim
n→∞

αn(x) for all x ∈ A

Aを abelian C∗-algebraとする.

• Ω(A) := {τ : A→ C | τ is a non-zero homomorphism}

Aを C∗-algebra, H1,H2 を Hilbert spaces, π1 : A → B(H1), π2 : A → B(H2)を representa-

tions, U : H1 → H2 をmapとする.

• (πω1 ⊕ πω2)(a) :=

(
πω1(a) 0

0 πω2(a)

)
• ranU := {Uξ ∈ H2 | ξ ∈ H1}

Definition 2.1. Aを C∗-algebraとする. e ∈ Aがminimal projectionであるとは, eAe = Ce
を満たすことである.

Definition 2.2. H を Hilbert spaceとする. (en)n∈N ⊂ H について, 任意の m,n ∈ Nに対し
て, ⟨em, en⟩ = δm,n のとき, (en)n∈N を H の orthonormal system (ONS)という. ただし, δm,n

はクロネッカー積を表すものとする. また, ONS (en)n∈N の 1次結合全体が H で denseなとき,

(en)n∈N をH の complete orthonormal system (CONS)という.

4



Definition 2.3. Aを C∗-algebra, H を Hilbert space, π : A → B(H)を representationとする.

πが

• non-degenerate
defn⇐⇒ span{π(a)ξ | a ∈ A, ξ ∈ H}

n
= H である.

• irreducible
defn⇐⇒ closed subspace K ⊂ H が π(A)K ⊂ K を満たすならば, K = {0}また

はK = H である.

Definition 2.4. Aを C∗-algebra, H1,H2 を Hilbert spaces, π1 : A → B(H1), π2 : A → B(H2)

を ∗-representationsとする. π1, π2 が

• unitary equivalent (π1
u∼ π2 と表す)

defn⇐⇒ ある unitary u : H1 → H2 で, π2 = Adu ◦ π1
を満たすものが存在する.

• quasi-equivalent (π1
q∼ π2 と表す)

defn⇐⇒ ある ∗-isomorphism α : π1(A)
′′ → π2(A)

′′ で,

π2 = α ◦ π1 を満たすものが存在する.

• disjoint
defn⇐⇒ (π1 ⊕ π2)(A)

′′ = π1(A)
′′ ⊕ π2(A)

′′ が成り立つ.

Definition 2.5. Aを C∗-algebraとし, αを Aの automorphismとする. αが

• inner
defn⇐⇒ α = Aduなる u ∈ U(A)が存在する.

• asymptotically inner
defn⇐⇒ α = lim

t→∞
Adut なる (ut)t∈[0,∞) ⊂ U(A)で, tに関して連続な

ものが存在する.

また,

AInn(A) := {α ∈ Aut(A) | α is an asymptotically inner of A}

AInn0(A) := {α ∈ AInn(A) | α = lim
t→∞

Adutかつ u0 = 1なる (ut)t∈[0,∞) ⊂ U(A)で,

tに関して連続なものが存在する. }

Theorem 2.6 (Hahn–Banach). X を topological vector spaceとし, U, V ⊂ X を disjoint, non-

empty, convexな subsetとする. このときもし, U が openならば, ある φ ∈ X∗と, ある t ∈ Rが
取れて,

Reφ(x) < t ≤ Reφ(y), x ∈ U, y ∈ V

となる.

Theorem 2.7 (Gelfand). Aを non-zero abelian C∗-algebraとすると, Gelfand representation

φ : A→ C0(Ω(A)), a 7→ â

は, ∗-isomorphismである. ただし, â(τ) := τ(a), τ ∈ Ω(A)とする.

Theorem 2.8 (Functional calculus). A を unital C∗-algebra, a ∈ A を normal element と

し, z : Sp(a) ↪→ C を inclusion map とする. このとき, ある faithful unital ∗-homomorphism

φ : C(Sp(a)) → Aで, φ(z) = aを満たすものが唯一存在する. また, φ(C(Sp(a)))は aと 1が生

成する Aの C∗-subalgebraと一致する. この φを functional calculusという.
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Theorem 2.9 (Kaplansky). HをHilbert spaceとし, AをA
s
= BなるB(H)のC∗-subalgebra

とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) Asa は Bsa において strongly dense.

(2) (Asa)1 は (Bsa)1 において strongly dense.

(3) A1 は B1 において strongly dense.

Definition 2.10. Aを C∗-algebraとする. Representation {ρ,K}が universalであるとは, 任

意の representation {π,H}に対し, ある π̃ : ρ(A)′′ → π(A)′′で次を満たすものが存在することで

ある.

• π̃は surjectiveかつ σ-weakly continuous.

• 次の可換図式
A

π
!!D

DD
DD

DD
DD ρ

// ρ(A)′′

π̃

��
π(A)′′

を満たす.

Theorem 2.11. 任意の C∗-algebra は, universal representation をもつ. 更にこのとき, ある

ρ̃ : A∗∗ → ρ(A)′′ で, 次を満たすものが存在する.

• ρ̃は isometry, surjective.

• ρ̃は σ(A∗∗, A∗)位相と σ-weak位相に関して同相である.

• 次の可換図式
A∗∗

ρ̃

��
A

ι

<<yyyyyyyyy
ρ
// ρ(A)′′

を満たす.

Lemma 2.12. HをHilbert spaceとし, ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn ∈ HをONSとする. また, η1, η2, · · · , ηn ∈
H をとる. このとき, 次が成り立つ.

(1) ある u ∈ B(H)で, uϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , nかつ ∥u∥ ≤
√
2nmax{∥ηj∥ | j = 1, 2, · · · , n}

を満たすものが存在する.

(2) もしある v ∈ B(H)sa で vϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , n を満たすものがあるとすると, (1) の

u ∈ B(H)は self-adjointに取ることができる.

(3) ある ε > 0とある v ∈ B(H)saで, vϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , nかつ ∥v∥ ≤ εを満たすものがあ

るとすると, (1)の uは ∥u∥ ≤ 2εとできる.
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Proof. まず (1) を示す. u :=

n∑
j=1

θηj ,ϵj とすると, uϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , n である. よって,

ξ ∈ H, M := max{∥ηj∥ | j = 1, 2, · · · , n}とすると,

∥uξ∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

⟨ξ, ϵj⟩ηj

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

|⟨ξ, ϵj⟩|∥ηj∥

≤

 n∑
j=1

|⟨ξ, ϵj⟩|2
n∑

j=1

∥ηj∥2
 1

2

≤ (∥ξ∥2nM2)1/2 = ∥ξ∥
√
nM

なので, ∥u∥ ≤
√
nM となり, (1)がわかる.

次に (2)を示す. ある v ∈ B(H)sa で vϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , nを満たすものがあるとする. こ

のとき,

u :=
n∑

j=1

θvϵj ,ϵj =
n∑

j=1

⟨·, ϵj⟩vϵj =
n∑

j=1

v(⟨·, ϵj⟩ϵj) = v
n∑

j=1

θϵj ,ϵj

とする. ここで, p :=
∑n

j=1 θϵj ,ϵj とおくと, u = vpである. この pを使って, u′ := vp+ pv − pvp

とおく. すると, u′ ∈ B(H)sa であり,

u′ϵj = vϵj + pvϵj − pvϵj = vϵj = ηj , j = 1, 2, · · · , n

を満たす. また,

∥u′∥2 = ∥((1− p)vp+ pv)∗((1− p)vp+ pv)∥

= ∥((1− p)vp)∗((1− p)vp) + (pv)∗(pv)∥

≤ ∥(1− p)vp∥2 + ∥pv∥2

≤ ∥vp∥2 + ∥pv∥2 = 2∥u∥2 ≤ 2(
√
nM)2 = 2nM2

より, ∥u′∥ ≤
√
2nM となり, (2)がわかる.

最後に, ∥v∥ ≤ εとすると,

∥u′∥ = ∥pv + (1− p)vp∥ ≤ 2∥v∥ ≤ 2ε

であることもわかるので (3)も示せた.

Theorem 2.13 (Kadison). Aを C∗-algebraとし, π : A → B(H)を irreducible representation

とする. ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ H を linearly independentとし, また, η1, η2, · · · , ηn ∈ H をとる. この

とき, 次が成り立つ.

(1) ある u ∈ Aで, π(u)ξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nを満たすものが存在する.

(2) もしある v ∈ B(H)sa で vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , n を満たすものがあるとすると, (1) の

u ∈ Aは self-adjointに取ることができる.

(3) ある ε > 0とある v ∈ B(H)saで, vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nかつ ∥v∥ ≤ εを満たすものがあ

るとすると, (1)の uは ∥u∥ ≤ 2εとできる.
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(4) もし 1H ∈ π(A)であり, ある v ∈ U(H)で vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nを満たすものがあると
すると, (1)の u ∈ Aは unitaryに取ることができる. 更に, この u ∈ U(A)は, あるw ∈ Asa

を用いて u = eiw と書ける.

Proof. 初めに, (2) を示す. すなわち, ある v ∈ B(H)sa で vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , n を満た
すものがあるとすると, ある u ∈ Asa で π(u)ξj = ηj , j = 1, 2, · · · , n を満たすものがとれる
ことを示す. まず, ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ H を orthogonalと仮定してよいことを言う. orthogonalの

ときに示せたとする. ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ H を linearly independent とし, ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn ∈ H を

Cξ1 +Cξ2 + · · ·+Cξnの CONSとする. このとき, ある u ∈ Asaで π(u)ϵj = vϵj , j = 1, 2, · · · , n
を満たすものがとれる. よって, π(u) = v on Cξ1 + Cξ2 + · · · + Cξn なので, πξj = vξj = ηj ,

j = 1, 2, · · · , nとなる. したがって, ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ H が orthogonalの場合だけ示せば十分であ

る. max{∥ηj∥ | j = 1, 2, · · · , n} ≤ 1/(2n)と仮定する.

任意の ε > 0に対して

Uε := {u ∈ B(H) | max{∥uξj∥ | j = 1, 2, · · · , n} < ε}

とおくと, Uε は 0の strong topologyにおける neighbourhoodである. π は irreducibleなので,

π(A)はB(H)の中で strongly denseである. したがって, Theorem 2.9 (2)より, 任意の r > 0に

対して, π((Asa)r)は (B(H)sa)r の中で storongly denseである. よって, もし w ∈ B(H)sa なら

ば, ある w′ ∈ Asa で, π(w′)− w ∈ Uε かつ ∥w′∥ ≤ ∥w∥を満たすものが存在する.

Lemma 2.12 (2) より, ある v0 ∈ B(H)sa で, v0ξj = ηj , j = 1, 2, · · · , n かつ ∥v0∥ ≤√
2nmax{∥ηj∥ | j = 1, 2, · · · , n}を満たすものが存在する. この v0 に対し, 前段落で示したこと

より, ある u0 ∈ Asa で, π(u0) − v0 ∈ U1/(2N) かつ ∥u0∥ ≤ ∥v0∥を満たすものがとれる. ただし

N :=
√
2nとする. u0に対し, Lemma 2.12 (2)より, ある v1 ∈ B(H)saで, v1ξj = (v0−π(u0))ξj ,

j = 1, 2, · · · , nかつ

∥v1∥ ≤
√
2nmax{∥(v0 − π(u0))ξj∥ | j = 1, 2, · · · , n} ≤

√
2n · 1

2N
=

1

2

を満たすものが存在する. この v1に対し,前段落で示したことより,ある u1 ∈ Asaで, π(u1)−v1 ∈
U1/(22N) かつ ∥u1∥ ≤ ∥v1∥ ≤ 1/2を満たすものがとれる.

このようにして, k ∈ Nに対して帰納的に, vkξj = (vk−1 − π(uk−1))ξj , j = 1, 2, · · · , nかつ
∥vk∥ ≤ 1/2k を満たす vk ∈ B(H)sa と, π(uk) − vk ∈ U1/(2k+1N) かつ ∥uk∥ ≤ ∥vk∥ ≤ 1/2k を満

たす uk ∈ Asa が構成できる. ここで,

∞∑
k=0

∥uk∥ ≤
∞∑
k=0

1

2k
<∞

より,
∑∞

k=0 uk は Aの中で収束する. よって, u :=
∑∞

k=0 uk とおくと, u ∈ Asa である. また

j = 1, 2, · · · , nに対し,

ηj − π(u)ξj = lim
r→∞

(
ηj − π

(
r∑

k=0

uk

)
ξj

)

= lim
r→∞

(
ηj −

r∑
k=0

π(uk)ξj

)

= lim
r→∞

(
ηj −

r∑
k=0

(vk − vk+1)ξj

)
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= lim
r→∞

(ηj − v0ξj + vr+1ξj)

= lim
r→∞

vr+1ξj = 0

なので, π(u)ξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nとなることがわかったので, (2)が示せた. また, 同様の議論

により (3)も示すことができる.

次に, (1)を示す. まず Lemma 2.12 (1)より, ある v ∈ B(H)で vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nを満
たすものが取れる. v = Re v + i Im v, Re v, Im v ∈ B(H)sa と表せるので, 先に示したことより,

ある u1, u2 ∈ Asa で

π(u1)ξj = Re vξj ,

π(u2)ξj = Im vξj , j = 1, 2, · · · , n

を満たすものが取れる. ここで, u := u1 + iu2 とおけば,

π(u)ξj = π(u1)ξj + iπ(u2)ξj

= Re vξj + i Im vξj = vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , n

であるので, (1)も示すことができた.

最後に (4)を示す. 1H ∈ π(A)かつ, ある v ∈ U(H)で vξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nを満たすもの
があったとする. 先ほどと同様に ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ H を orthogonalと仮定してよい. このとき,

⟨ηi, ηj⟩ = ⟨vξi, vξj⟩ = ⟨ξi, ξj⟩ = δi,j , i, j = 1, 2, · · · , n

なので, η1, η2, · · · , ηn ∈ H も orthogonal である. K := span{ξj , ηj | j = 1, 2, · · · , n} に対し
て, {ξj}nj=1 を拡張し, K の CONS {ξj}mj=1 を構成する. 同様に, {ηj}nj=1 を拡張し, K の CONS

{ηj}mj=1を構成する. すると, KのCONSを取り替える写像を考えることにより, ある v0 ∈ U(K)

で, v0ξj = ηj , j = 1, 2, · · · ,mを満たすものが取れる. v0 は finite dimensional Hilbert space上

の normal operatorなので, diagonalisableである. したがって, あるK の CONS {ϵj}mj=1 と, あ

る λj ∈ Cが存在して, v0ϵj = λjϵj , j = 1, 2, · · · ,mとなる. 今, v0 ∈ U(K)なので, ある tj ∈ R
が取れて, λj = eitj , j = 1, 2, · · · ,mとかける. ここで, w′ :=

∑m
j=1 θϵj ,ϵj とおくと, w′ ∈ B(H)sa

で, w′ϵj = tjϵj , j = 1, 2, · · · ,mなので, 先に示したことより, ある w ∈ Asa で, π(w)ϵj = tjϵj ,

j = 1, 2, · · · ,m を満たすものがとれる. したがって, u := eiw とおけば u ∈ U(A)で,

π(u)ϵj = π(eiw)ϵj = π

( ∞∑
k=0

(iw)k

k!

)
ϵj =

∞∑
k=0

ik

k!
π(w)kϵj

=

∞∑
k=0

(
(itj)

k

k!

)
ϵj = eitj ϵj = λjtj = v0ϵj , j = 1, 2, · · · , n

より, π(u) = v0 on K なので, π(u)ξj = v0ξj = ηj , j = 1, 2, · · · , nとなることがわかる.

3 Property 1.2 =⇒ Theorem 1.1

Theorem 3.1. Aを separable C∗-algebraとし, Property 1.2を満たすとする. kerπω1 = kerπω2

なる任意の ω1, ω2 ∈ PS(A)に対し, ある α ∈ AInn0(A)が存在して, ω1 ◦ α = ω2 を満たす.
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Lemma 3.2. Aを C∗-algebraとする. φを Aの pure stateとし, L := {a ∈ A | φ(a∗a) = 0}と
する. このとき, kerφ = L+ L∗ を満たす.

Proof. まず, kerφ ⊃ L+ L∗ を示す. a ∈ Lとすると,

|φ(a)| = |φ(1∗a)| ≤ φ(a∗a)1/2φ(1∗1)1/2 = 0

より a ∈ kerφである. また, φ(a∗) = φ(a) = 0なので a∗ ∈ kerφなので, kerφ ⊃ L+L∗となる.

次に逆の包含を示す. x ∈ kerφ とする. (πφ,Hφ, ξφ) を φ の GNS 表現とする. K :=

span{ξφ, πφ(x)ξφ}とおく. ξφ ⊥ πφ(x)ξφ より, ξφ, πφ(x)ξφ は 1次独立なので, Kadison’s Tran-

sitivity (Theorem 2.13 (2))より, ある b ∈ Asa が存在し, πφ(b)ξφ = ξφ, πφ(b)πφ(x)ξφ = 0を満

たす. よって

φ((bx)∗(bx)) = ⟨πφ(x∗b∗bx)ξφ, ξφ⟩ = 0

より, bx ∈ L. また,

φ(((1− b)x)((1− b)x)∗) = ⟨πφ((1− b)xx∗(1− b))ξφ, ξφ⟩ = 0

である. よって, (1− b)x ∈ L∗.

以上より, x = bx+ (1− b)x ∈ L+ L∗.

Lemma 3.3 (excision). Aを C∗-algebraとする. φをAの pure stateとする. このとき, あるA

の net ei で, 0 ≤ ei ≤ 1, φ(ei) = 1,

lim
i

∥eiaei − φ(a)e2i ∥ = 0, a ∈ A

を満たすものが存在する.

Proof. L := {a ∈ A | φ(a∗a) = 0} とする. すると, ある L1 の positive net ui で, a =

lim
i
aui for all a ∈ Lなるものが存在する. Lemma 3.2より, ei := 1 − ui とおくと, a − φ(a) ∈

kerφ = L+L∗. ここで, lim
i

∥ei(a−φ(a))ei∥ = 0を示す. l1+l
∗
2 ∈ L+L∗とすると, lim

i
∥l1ei∥ = 0,

lim
i

∥eil∗2∥ = 0. よって,

lim
i

∥ei(l1 + l∗2)ei∥ ≤ lim
i
(∥eil1ei∥+ ∥eil∗2ei∥) ≤ lim

i
(∥l1ei∥+ ∥eil∗2∥) = 0.

よって, lim
i

∥ei(a− φ(a))ei∥ = 0. また, φ(ei) = φ(1)− φ(ui) = 1となる.

Lemma 3.4. H を Hilbert spaceとし, ξ1, ξ2 ∈ H が ∥ξ1∥ = ∥ξ2∥ = 1であるとする. このとき,

ある unitary V ∈ B(H)で V ξ1 = ξ2 を満たすものがとれる. 更に, 任意の ε > 0に対し, ある

δ > 0が存在し, ∥ξ1 − ξ2∥ < δ ならば, 上の V ∈ B(H)として ∥V − 1H∥ < εを満たすものがと

れる.

Proof. ξ1 と ξ2 は linearly independentとしてよい. e1, e2 を e1 = ξ1 なる Cξ1 + Cξ2 の CONS

とする. ξ2 := λe1 + µe2 とおくと, ∥ξ2∥ = 1より, |λ|2 + |µ|2 = 1である.Te1 := λe1 + µe2 = ξ2,

T e2 := −µ̄e1 + λ̄e2
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とおくと, linear map T : Cξ1 + Cξ2 → Cξ1 + Cξ2 が定まる.

T ∗T

(
e1

e2

)
=

(
λ̄ −µ
µ̄ λ

)(
λ µ

−µ̄ λ̄

)(
e1

e2

)

=

(
1 0

0 1

)(
e1

e2

)
=

(
e1

e2

)
より, T ∗T = 1Cξ1+Cξ2 で, 同様に TT ∗ = 1Cξ1+Cξ2 より, T は unitaryである. T の固有値を求

める. ∣∣∣∣∣ t− λ −µ
µ̄ t− λ̄

∣∣∣∣∣ = t2 − (λ+ λ̄)t+ 1

= t2 − 2(Reλ)t+ 1 = 0

とすると,

t = Reλ±
√

(Reλ)2 − 1

= Reλ± i
√
1− (Reλ)2

であるので,

∥T − 1∥2 = sup
t∈SpT

|t− 1|2

= (1− Reλ)2 + 1− (Reλ)2

= 2− 2Reλ = ∥ξ1 − ξ2∥2

である. H = Cξ1 + Cξ2 ⊕ (Cξ1 + Cξ2)⊥ に対し, V := T ⊕ 1(Cξ1+Cξ2)⊥ とすると,

∥V − 1∥ = ∥T − 1∥ = ∥ξ1 − ξ2∥

である. よって, 任意の ε > 0に対し, δ = εとおけば, ∥V − 1∥ < εで, V ξ1 = Tξ1 = ξ2 とな

る.

Lemma 3.5. AをC∗-algebraとする. ω1, ω2 ∈ PS(A)が, kerπω1 = kerπω2 を満たすとする. こ

のとき, 任意の F ⋐ A, ε > 0に対し, ある u ∈ U(A)が存在して,

|ω1(x)− ω2 ◦Adu(x)| < ε, x ∈ F

を満たす.

Proof. ω1 ∈ PS(A)なので, Lemma 3.3より, ある e ∈ Aで, e ≥ 0, ∥e∥ = 1, ω1(e) = 1かつ,

∥exe− ω1(x)e
2∥ < ε, x ∈ F

となるものが存在する. すると, ある ξ ∈ Hω2 で, ∥ξ∥ = 1かつ πω2(e)ξ = ξ なるものがとれる.

実際, 任意に η ∈ Hω2 をとり,

f(x) : =

 1
1−εx (if 0 ≤ x ≤ 1− ε and x ∈ Sp(k)),

1 (if 1− ε < x ≤ 1 and x ∈ Sp(k)),

g(x) : =

1 (if 0 ≤ x ≤ 1− ε and x ∈ Sp(k)),

1
εx− 1−ε

ε (if 1− ε < x ≤ 1 and x ∈ Sp(k))

とおく.
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上図は, ε = 0.1 の場合の f, g のグラフである. ここで, φ : C(Sp(e)) → C∗(e, 1) を functional

calculus (Theorem 2.8)とし, f(e) := φ(f)とおく. すると,

πω2(f(e))(πω2(g(e))η) = πω2(f(e)g(e))η

= πω2(f · g(e))η

= πω2(g(e))η

である. また, ∥e− f(e)∥ < εなので, ある定数M > 0が取れて,

∥f(e)xf(e)− ω1(x)f(e)
2∥ < Mε, x ∈ F

となる. したがって, ξ :=
πω2 (g(e)η)

∥πω2 (g(e))η∥
とおき, eとして初めから f(e)を考えればよい. よって, あ

る ξ ∈ Hω2 で, ∥ξ∥ = 1かつ πω2(e)ξ = ξなるものがとれた.

このとき, Lemma 3.4 より, ある unitary v ∈ B(H) で, v(πω2(e)ξ) = ξ なるものが存在す

る. この vに対し, Kadison’s Transitivity (Theorem 2.13 (4))より, ある u ∈ U(A)が存在して,

πω2(u
∗)ξω2 = ξとなる. よって, 任意の x ∈ F に対して,

|ω1(x)− ω2 ◦Adu(x)| = |ω1(x)⟨πω2(e)ξ, ξ⟩ − ⟨πω2(uxu
∗)ξω2 , ξω2⟩|

= |⟨πω2(ω1(x)e
2)ξ, ξ⟩ − ⟨πω2(exe

∗)ξω2 , ξω2⟩|

≤ ∥ω1(x)e
2 − exe∥ < ε

となる.

Remark 3.6. 特に, Lemma 3.5の u ∈ U(A)は, Theorem 2.13 (4)より, ある θ ∈ Asaが存在し

て, u = eiθ と表せる.

Lemma 3.7. A を separable C∗-algebraとし, Property 1.2 を満たすとする. 任意の F ⋐ A,

πω(A) ∩K(Hω) = {0}を満たすω ∈ PS(A), ε > 0に対し, ある G ⋐ A, δ > 0が存在して, 以下

を満たす.
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もし, φ ∈ PS(A) が kerπφ = kerπω, |φ(x)−ω(x)| < δ, x ∈ Gを満たすならば, 任意の F ′ ⋐ A,

ε′ > 0, に対して, (ut)t∈[0,1] ⊂ U(A)で tに関して連続で, u0 = 1,

|φ(x)− ω ◦Adu1(x)| < ε′, x ∈ F ′

∥Adut(x)− x∥ < ε, x ∈ F, t ∈ [0, 1]

を満たすものが存在する.

Proof. 任意の (F, ω, ε)に対し, Property 1.2より, ある (G, δ)が取れる. φ ∈ PS(A)が, kerπφ =

kerπω, |φ(x)− ω(x)| < δ/2, x ∈ Gを満たすと仮定する. 任意の F ′ ⋐ A, ε′ > 0を取る. ここで,

ε′ < δ/2として良い. すると, Lemma 3.5より, ある u ∈ U(A)が存在して,

|φ(x)− ω ◦Adu(x)| < ε′, x ∈ F ′ ∪G

となり,

|ω ◦Adu(x)− ω(x)| < ε′ + δ/2 < δ, x ∈ G

となる. φ := ω ◦Aduとすると, φ ∈ PS(A), πφ
u∼ πω (特に πφ

q∼ πω)となることを示す.

φ ∈ S(A)に対して, (πφ,Hφ, ξφ)を φの GNS表現とする.

⟨πφ(x)ξφ, ξφ⟩ = φ(x) = ω ◦Adu(x) = ω(uxu∗) = ⟨πω ◦Adu(x)ξω, ξω⟩

より, (πφ, Hφ, ξφ)
u∼ (πω ◦ Adu,Hω, ξω). 一方, v := πω(u)とおくと, v : Hω → Hω は unitary

で, πω ◦ Adu(x) = πω(uxu
∗) = vπω(x)v

∗ なので, (πω ◦ Adu,Hω, ξω)
u∼ (πω,Hω, ξω). よって,

πφ
u∼ πω なので, πφ も irreducibleとなり, φ ∈ PS(A)を満たす.

以上より, Property 1.2より, ある (ut)t∈[0,1] ∈ U(A)で tに関して連続で, u0 = 1, ω ◦ Adu =

ω ◦Adu1,

∥Adut(x)− x∥ < ε, x ∈ F, t ∈ [0, 1]

を満たすものが存在する. 更に,

|φ(x)− ω ◦Adu1(x)| < ε′, x ∈ F ′

も満たしている.

Proof of Theorem 3.1. ω1, ω2 ∈ PS(A)が kerπω1 = kerπω2 を満たすとする.

Case 1. πω1(A) ∩K(Hω1) ̸= {0}のとき.

πω1(A) ∩K(Hω1) ̸= {0}より, K(Hω1) ⊂ πω1(A)がわかる. まず, πω1

u∼ πω2 であることを示

すために,

(1) πω1 , πω2 が disjointでない⇒ πω1

u∼ πω2

(2) πω1 , πω2 が disjointでない

を示す.
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(1)について示す. πω1 , πω2 が disjointでないとし,(
p q

r s

)
∈ {(πω1 ⊕ πω2)(a) ∈ B(Hω1 ⊕Hω2) | a ∈ A}′

とする. (
pπω1(a) qπω2(a)

rπω1(a) sπω2(a)

)
=

(
p q

r s

)(
πω1(a) 0

0 πω2(a)

)

=

(
πω1(a) 0

0 πω2(a)

)(
p q

r s

)

=

(
πω1(a)p πω1(a)q

πω2(a)r πω2(a)s

)
, a ∈ A

よって, p ∈ πω1
(A)′ = C1Hω1

, s ∈ πω2
(A)′ = C1Hω2

. ここで, q = r = 0とすると,

{(πω1 ⊕ πω2)(a) ∈ B(Hω1 ⊕Hω2) | a ∈ A}′ = C⊕ C

となるので,

{(πω1 ⊕ πω2)(a) ∈ B(Hω1 ⊕Hω2) | a ∈ A}′′ = B(Hω1)⊕B(Hω2)

= πω1(A)
′′ ⊕ πω2(A)

′′

より, πω1 , πω2 が disjoint となり矛盾. よって, q ̸= 0 とする. (r ̸= 0 の場合も同様) ここで,

qπω2(a) = πω1(a)q, a ∈ A だったので, q∗qπω2(a) = q∗πω1(a)q = πω2(a)q
∗q となる. よって,

q∗q ∈ πω2(A)
′ = C1Hω2

なので, λ := q∗qとおく. 同様にして, qq∗ ∈ πω1(A)
′ = C1Hω1

となり,

∥qq∗∥ = ∥q∗∥2 = ∥q∥2 = ∥q∗q∥

なので, λ = qq∗ である. よって, u := q/
√
λをとれば, uπω2(a) = πω1(a)u, a ∈ Aなる unitary

u : Hω2 → Hω1 を得る. よって, πω1

u∼ πω2 となり (1)が示せた.

次に (2)を示す. πω1 , πω2 が disjointと仮定すると,(
1 0

0 0

)
∈ B(Hω1 ⊕Hω2)

= πω1(A)
′′ ⊕ πω2(A)

′′

= {(πω1 ⊕ πω2)(a) ∈ B(Hω1 ⊕Hω2) | a ∈ A}
σ−w

(∗)

である. ここで, (ei)i∈N を Hω1 の CONS とし, eii := θei,ei ∈ K(Hω1) とおく. ρ : πω1(A) →
A/ kerπω1(A) = A/ kerπω2(A) → πω2(A) を, ρ := πω2 ◦ πω1

−1 とすると, ρは ∗-isomorphismで

ある. ただし, πωi : A/ kerπωi(A) → πωi(A), i = 1, 2を quotient mapとする. eii ∈ K(Hω1) ⊂
πω1(A)より, uii := πω1

−1(eii), fii := πω2(uii) = ρ(eii)とおくと, fiiはminimal projectionとな

り, 特に fii ∈ K(Hω2)である. 今, (∗)より, ある net aλ ∈ Aで, πω1(aλ)
s→ 1かつ πω2(aλ)

s→ 0

を満たすものがとれる. 一般に, xα
s→ x⇒ xαa

n→ xa, a ∈ K(H)であるので, eii ∈ K(Hω)より,

πω1(aλ)eii
n→ eiiとなり, πω1(aλ+kerπω1)eii

n→ eiiを満たす. したがって, (aλ+kerπω1)uii
n→ uii

より, πω2(aλ + kerπω2)fii
n→ fii なので, πω2(aλ)fii

n→ fii ̸= 0となる. 一方, fii ∈ K(Hω2)より,

14



πω2(aλ)fii
n→ 0. よって, 矛盾している. 以上より, πω1 , πω2 が disjointでないとなり, これで (1),

(2)より, πω1

u∼ πω2 がわかった.

よって, ある unitary U : Hω1
→ Hω2

で,

πω2(a) = Uπω1(a)U
∗, a ∈ A

を満たすものが取れる. ここで, Uξω1 , ξω2 ∈ H, ∥Uξω1∥ = ∥ξω2∥ = 1なので, Lemma 3.4より, あ

るunitary V ∈ B(Hω2)で, V (Uξω1) = ξω2なるものがとれる. このV に対して, Kadison’s Transi-

tivity (Theorem 2.13 (4))より,ある v ∈ U(A), θ ∈ Asaが存在して, v = eiθ, πω2(v)(Uξω1) = ξω2

となる. ここで ut := eitθ, t ∈ [0, 1]とすると, u0 = 1を満たす. 更に,

ω2 ◦Adu1(x) = ω2 ◦Ad v(x)

= ⟨πω2(e
iθxe−iθ)ξω2 , ξω2⟩

= ⟨πω2(x)Uξω1 , Uξω1⟩

= ⟨πω1
(x)U∗Uξω1

, U∗Uξω1
⟩ = ω1(x)

となり, Case 1のときは良い.

Case 2. πω1(A) ∩K(Hω1) = {0}のとき.

πω1(A) ∩K(Hω1) = {0}より, πω2(A) ∩K(Hω2) = {0}である. xn を Aの dense sequenceと

する.

F1 := {x1}とおき, 任意の ε > 0をとる. (F1, ω1, ε/2)に対し, Lemma 3.7より, ある (G1, δ1)

が取れる. このとき, G1 ⊃ F1としてもよい. (G1, δ1)に対し, Lemma 3.5より, ある u1,1 ∈ U(A)

と, ある θ ∈ Asa が取れて, u1,1 = eiθ かつ

|ω1(x)− ω2 ◦Adu1,1(x)| < δ1, x ∈ G1

を満たす. ここで, u1,t := eitθ とおくと, u1,0 = 1である.

F2 := {xi,Adu∗1,1(xi) | i = 1, 2}とおくと, (F2, ω2 ◦ Adu1,1, ε/2
2)に対し, Lemma 3.7より,

ある (G2, δ2)が取れる. このとき, G2 ⊃ G1 ∪ F2, δ2 < δ1/2としてもよい. これに対し, ある

(u2,t)t∈[0,1] ⊂ U(A)がとれて, u2,0 = 1,

|ω1 ◦Adu2,1(x)− ω2 ◦Adu1,1(x)| < δ2, x ∈ G2,

∥Adu2,t(x)− x∥ < ε

2
, x ∈ F1, t ∈ [0, 1]

となる.

F3 := {xi,Adu∗2,1(xi) | i = 1, 2, 3}とおくと, (F3, ω1 ◦Adu2,1, ε/2
3)に対し, Lemma 3.7より,

ある (G3, δ3)が取れる. このとき, G3 ⊃ G2 ∪ F3, δ3 < δ2/2としてもよい. これに対し, ある

(u3,t)t∈[0,1] ⊂ U(A)がとれて, u3,0 = 1,

|ω1 ◦Adu2,1(x)− ω2 ◦Adu1,1 ◦Adu3,1(x)| < δ3, x ∈ G3,

∥Adu3,t(x)− x∥ < ε

22
, x ∈ F2, t ∈ [0, 1]

となる.
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この操作を機能的に繰り返し, n が even のとき（n が odd の場合も同様）, Fn :=

{xi,Ad(u∗n−1,1u
∗
n−3,1 · · ·u∗1,1)(xi) | i = 1, 2, · · · , n}とおくと, (Fn, ω2◦Ad(u1,1u3,1 · · ·un−1,1), ε/2

n)

に対し, Lemma 3.7より, ある (Gn, δn)が取れる. このとき, Gn ⊃ Gn−1 ∪Fn, δn < δn−1/2とし

てもよい. これに対し, ある (un,t)t∈[0,1] ⊂ U(A)がとれて, un,0 = 1,

|ω1 ◦Ad(u2,1u4,1 · · ·un,1)(x)− ω2 ◦Ad(u1,1u3,1 · · ·un−1,1)(x)| < δn, x ∈ Gn,

∥Adun,t(x)− x∥ < ε

2n−1
, x ∈ Fn, t ∈ [0, 1]

となる. ここで, αn := Ad(u1,1u3,1 · · ·u2n−1,1) ∈ Aut(A)とおく. x ∈ F2n に対し,

∥(αn+1 − αn)(x)∥ = ∥Adu2n+1,1(x)− x∥ < ε

22n

より,

∥(αn+k − αn)(x)∥ ≤ ∥(αn+k − αn+k−1)(x)∥+ ∥(αn+k−1 − αn+k−2)(x)∥

+ · · ·+ ∥(αn+1 − αn)(x)∥

<
ε

22(n+k−1)
+

ε

22(n+k−2)
+ · · ·+ ε

22n

<
4

3
· ε

22n

となる. よって, A = Fm
n
より, 任意の x ∈ Aに対し, ∥(αn+k − αn)(x)∥ → 0 (n, k → ∞). した

がって, (αn)
∞
n=1 は Cauchy列ゆえ, ある α ∈ B(A)1 が存在して, αn

pt-n→ αとなる.

一方, α∗
n := Ad(u∗2n−1,1 · · ·u∗3,1u∗2n−1,1) ∈ Aut(A)であり,

∥(α∗
n+1 − α∗

n)(x)∥ = ∥Adu∗2n+1,1(α
∗
n(x))− α∗

n(x)∥

= ∥α∗
n(x)−Adu2n+1,1(α

∗
n(x))∥

である. 今, x ∈ F2n に対し, ∥Adu∗2n+1,1(x) − x∥ < ε/22n である. よって, x ∈ {xi | i =

1, 2, · · · , 2n}のとき, α∗
n(x) ∈ F2n なので, ∥(α∗

n+1 − α∗
n)(x)∥ < ε/22n. したがって,

∥(α∗
n+k − α∗

n)(x)∥ ≤ ∥(α∗
n+k − α∗

n+k−1)(x)∥+ ∥(α∗
n+k−1 − α∗

n+k−2)(x)∥

+ · · ·+ ∥(α∗
n+1 − α∗

n)(x)∥

<
ε

22(n+k−1)
+

ε

22(n+k−2)
+ · · ·+ ε

22n

<
4

3
· ε

22n
.

よって, A = {xn}
n
なので同様に (α∗

n)
∞
n=1はCauchy列ゆえ,あるβ ∈ B(A)1が存在して, α∗

n
pt-n→ β

となる.

一般に, Aut(A) ∋ αn
pt-n7→ α ∈ B(A)1 とすると, 任意の x ∈ Aに対し αx = lim

n→∞
αnxより,

α は isometric ∗-homomorphismだが, surjectiveでない. しかし, 今 α∗
n = α−1

n より, α ◦ β =

lim
n→∞

αn ◦ α∗
n = 1 となり, α, β は surjective なので, α, β ∈ Aut(A) がわかる. 同様に, ある

γ ∈ Aut(A)が存在して, Ad(u2,1u4,1 · · ·u2n,1)
pt-n→ γ である.

今, 任意の n ∈ N, t ∈ [n, n+ 1]に対し,

vt := u1,1u3,1 · · ·u2n−1,1u2n+1,t−n,

wt := u2,1u4,1 · · ·u2n,1u2n+2,t−n
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とおくと, t ∈ [0,∞]に対し, continuous path vt, wt ∈ U(A)が定まり, α = lim
t→∞

Ad vtである. ま

た, v0 = u1,0 = 1より, α ∈ AInn0(A)となり, 同様に, γ = lim
t→∞

Adwt で, γ ∈ AInn0(A)である.

また, Ad v∗n = α∗
n

pt-n→ α−1 より, Ad v∗t
pt-n→ α−1 である. よって, v∗0 = 1, v∗t ∈ U(A) より,

α−1 ∈ AInn0(A)となり, 同様に γ−1 ∈ AInn0(A)である.

今 x ∈ Gn に対し,

|ω1 ◦Ad(u2,1u4,1 · · ·un,1)(x)− ω2 ◦Ad(u1,1u3,1 · · ·un−1,1)(x)| < δn

より, A = Gn
n
なので, n→ ∞とすれば,

|ω1 ◦ γ(x)− ω2 ◦ α(x)| = 0, x ∈ A

である. よって, ω1 ◦ γ = ω2 ◦ αより, ω1 = ω2 ◦ α ◦ γ−1 かつ α ◦ γ−1 ∈ AInn0(A)となり, Case

2についても示せた.

Lemma 3.8. M を infinite dimensional von Neumann algebraとする. このとき, M は norm

topologyで non-separableである.

Proof. 射影族 (ei)
∞
i=1 を単位の分解, すなわち

∑∞
i=1 ei = 1とする. ai = iなる数列 (ai)i∈N の

部分列 k(i)を考え, fk :=
∑∞

i=1 ek(i)とおく. ここで, (xn)n∈NをM の dense sequenceとすると,

fkに対し, ある番号 n(k) ∈ Nがとれて, ∥fk − xn(k)∥ < 1/2とできる. ここで, 部分列 k(i)と l(i)

が異なれば,

1 = ∥fk − fl∥ <
1

2
+ ∥xn(k) − xn(l)∥+

1

2
= 1 + ∥xn(k) − xn(l)∥

なので, xn(k) ̸= xn(l) となる. したがって, {(ai)i∈Nの部分列全体 } ∋ k(i) → xn(k){xn | n ∈ N}
は injectiveであるので, ♯2N ≤ ♯Nとなるが, ♯2N > ♯Nなので矛盾. よって, M は non-separable

である.

Proposition 3.9. M を infinite dimensional von Neumann algebra, M∗ を separable predual

とする. このとき, ある ω, φ ∈ PS(M)が存在し, 任意の α ∈ Aut(M)に対し ω ̸= φ ◦αを満たす.

Proof. c := ♯R, c0 := ♯Nとおく.

まず, ♯PS(M) ≥ 2cを示す. M を infinite dimensional von Neumann algebraとすると, M は

少なくとも加算無限個の直交する projection (ei)i∈N を含む. よって,

M ⊃

{ ∞∑
i=1

aiei

∣∣∣∣∣ sup |ai| <∞

}
= Cb(N).

Cb(N)は unital abelian C∗-algebraゆえ, Gelfandの定理 (Theorem 2.7)より, Cb(N) ∼= C(βN)
がわかる. ただし, βNは Cb(N)の character spaceで, ♯βN = 2c が知られている. τ ∈ βNと
すると, Cb(N)は abelianなので, τ ∈ PS(Cb(N))である. τ は τ ∈ PS(M)に拡張できるので,

♯PS(Cb(N)) ≤ ♯PS(M)を満たす. 以上より, 2c = ♯βN = ♯PS(Cb(N)) ≤ ♯PS(M)となる.

次に, X が separable Banach space ならば, ♯X = c を示す. X ∋ x 7→ x̂ ∈ C((X∗)1) は

injectiveである. ただし, x̂(φ) := φ(x)とする. ここで, (X∗)1 は weak∗-compact Hausdorffで,

Xは separableなので距離付け可能である. よって, weak∗-topologyについて, (X∗)1は separable
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である. よって, (X∗)1 の weak∗-dense sequenceを (φn)n∈N とする. すると, C((X∗)1) ∋ f 7→
(f(φn))n∈N ∈

∏
n∈N Cは injectiveである. よって,

♯X ≤ ♯C((X∗)1) ≤ ♯

(∏
n∈N

C

)
= (♯C)c0 = cc0 = (2c0)c0 = 2c0·c0 = 2c0 = c

である. 一方, 0でない x ∈ X に対し, C ∋ λ 7→ λx ∈ X は injectiveなので, ♯X ≥ c. 以上より,

♯X = cとなる.

次に, Xが separable Banach spaceならば, ♯B(X) = cを示す. Xの dense sequenceを (xn)n∈N

とする. B(X) ∋ T 7→ (Txn)n∈N ∈
∏

n∈NX は injectiveであり,
∏

n∈NX ∋ (xn)n∈N 7→ (n 7→
xn) ∈ {f : N → X}は bijectiveである. したがって,

♯B(X) ≤ ♯

(∏
n∈N

X

)
= ♯{f : N → X} = (♯X)c0 = cc0 = c

となる. 一方, 0でない φ ∈ B(X)に対し, C ∋ λ 7→ λφ ∈ B(X)は injectiveなので, ♯B(X) ≥ c.

以上より, ♯B(X) = cとなる.

更に, ♯Aut(M) ≤ c を示す. 今, Aut(M) ∋ α 7→ α̂ ∈ B(M∗) は injective である. ただ

し, α̂ : M∗ ∋ φ 7→ φ ◦ α−1 ∈ M∗ とする. したがって, M∗ は separable Banach spaceなので,

♯Aut(M) ≤ ♯B(M∗) = cとなる.

最後に, ある ω, φ ∈ PS(M)が存在し, 任意の α ∈ Aut(M)に対し ω ̸= φ ◦αを満たすことを背
理法で示す. つまり, 任意の ω, φ ∈ PS(M)に対して, ある α ∈ Aut(M)で, ω = φ ◦αとなるもの
が存在すると仮定する. φ ∈ PS(M)を 1つとって固定する. Aut(M) ∋ α 7→ φ ◦ α ∈ PS(M)は

surjectiveであるので, ♯Aut(M) ≥ ♯PS(M)である. よって, c ≥ ♯Aut(M) ≥ ♯PS(M) ≥ 2c と

なるが, 一般に c < 2cゆえ矛盾. よって, ある ω, φ ∈ PS(M)が存在し, 任意の α ∈ Aut(M)に対

し ω ̸= φ ◦ αを満たす.

4 Property 1.3 =⇒ Property 1.2

Theorem 4.1. Property 1.3を満たす C∗-algebraは, Property 1.2を満たす.

以下, Theorem 4.1を示すための補題をいくつか用意する.

Lemma 4.2. H1,H2 を Hilbert spaceとし, α : B(H1) → B(H2)を ∗-isomorphismとする. こ

のとき, ある unitary U : H1 → H2 で, α(x) = UxU∗, x ∈ B(H1)を満たすものが存在する.

Proof. H1 の CONS を {ei}i∈N とし, eij := θei,ej とおく. eii は mininal projection より,

eiiB(H1)eii = Ceii. 両辺に α を施すと, α(eii)B(H2)α(eii) = Cα(eii) より, α(eii) も mini-

mal projectionとなる. よって, ある unit vector f1 ∈ H2 が存在し, α(eii)H2 = Cf1 を満たす.

fi := α(ei1)f1 とおくと,

⟨fi, fj⟩ = ⟨α(ei1)f1, α(ej1)f1⟩ = δij (1)

が成り立つことがわかる. また, s-limn→∞
∑n

i=1 eii = 1H1 であり, α は normal なので, s-

limn→∞
∑n

i=1 α(eii) = 1H2 である. よって, ξ ∈ H2 に対し,

ξ =
∞∑
i=1

α(eii)ξ (2)
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が成り立つ. 今,

α(eii)fi = α(eii)α(ei1)f1 = α(ei1)f1 = fi

で, α(eii)はminimal projectionなので, α(eii)はH2 から Cfi への projectionである. よって,

α(eii)ξ ∈ Cfi (3)

となり, (1), (2), (3)より, {fi}i∈N は H2 の CONSである. ここで, w : Ce1 ∋ λe1 7→ λf1 ∈ Cf1
とおき, U :=

∑∞
i=1 α(ei1)we1i とすると, U は unitaryである. ここで,

Ueij = α(ei1)weij = α(eij)U

より, 任意の x ∈ B(H1)に対し, Ux = α(x)U となるので, UxU∗ = α(x)である.

Corollary 4.3. Aを C∗-algebraとする. このとき, ω, φ ∈ PS(A)が πω
q∼ πφ を満たすならば,

ある η ∈ Hω が存在して, φ(x) = ⟨πω(x)η, η⟩, x ∈ Aを満たす.

Proof. πω
q∼ πφ より, ある ∗-isomorphism α : B(Hφ) → B(Hω)で, α ◦ πφ = πω を満たすもの

が存在する. よって, Lemma 4.2より, ある unitary U : Hφ → Hω で, α(x) = UxU∗, x ∈ B(Hφ)

を満たすものが存在する. ここで, η := Uξφ とおけば, x ∈ Aに対し,

φ(x) = ⟨πφ(x)ξφ, ξφ⟩ = ⟨U∗πω(x)Uξφ, ξφ⟩ = ⟨πω(x)η, η⟩

となる.

Lemma 4.4. Aを C∗-algebraとし, H を Hilbert space, K ⊂ H を finite dimensional subspace

とする. P を H から K への projectionとし, π : A → B(H)を irreducible representationとす

る. このとき, ある h ∈ Asa が存在し, 0 ≤ h ≤ 1, π(h)|K = P |K を満たす. ただし, a : H → K

に対して, a|K は aのK への制限を表すものとする.

Proof. {ei}mi=1をK の CONSとし, それを含むようにH の CONS {ei}∞i=1を構成する. すると

このとき, P はH からK への projectionなので,

Pei =

ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

0 (otherwise)

である. Kadison’s Transitivity (Theorem 2.13 (2))より, ある u ∈ Asa が存在し,

π(u)ei =

ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

0 (otherwise)

を満たす. すると, u ∈ Asa より,

π(u∗u)ei =

ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

0 (otherwise)

で, |u|は u∗uの多項式で近似できるので,

π(|u|)ei =

ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

0 (otherwise)
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である. 特に, C上の多項式 p(z)に対し,

π(p(|u|))ei =

p(1)ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

p(0)0 (otherwise)

である. ここで, φを φ : C(σ(|u|)) → C∗(1, |u|)を functional calculus (Theorem 2.8)とする.

f(t) :=

1 (if 1 ≤ t),

t (if 0 ≤ t ≤ 1)

とおくと, f ∈ C(σ(|u|))であるので, ある多項式の列 (pN )∞N=1 がとれて, f = limN→∞ pN とで

きる. f(|u|) := φ(f)とおくと,

π(pN (|u|))ei =

pN (1)ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

pN (0)0 (otherwise)

なので, 両辺でN → ∞とすれば,

π(f(|u|))ei =

f(1)ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

f(0)0 (otherwise),

=

ei (if i = 1, 2, · · · ,m),

0 (otherwise)

である. よって, ∥f(|u|)∥ = ∥f∥ ≤ 1より, h := f(|u|)とおけば, 0 ≤ h ≤ 1で, π(h)|K = P |K を
満たす.

Lemma 4.5. H を Hilbelt space とし, ξ1, ξ2, · · · , ξn, η1, η2, · · · , ηn ∈ H が span{ξi | i =

1, 2, · · · , n} ⊥ span{ηi | i = 1, 2, · · · , n} を満たすとする. 任意の ε > 0 に対し, ある δ > 0

が存在し, |⟨ξi, ξj⟩ − ⟨ηi, ηj⟩| < δ, i, j = 1, 2, · · · , nならば, ある U0 : span{ξi | i = 1, 2, · · · , n} →
span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}で, U0 は unitaryかつ ∥U0ξi − ηi∥ < ε, i = 1, 2, · · · , nを満たすものが
存在する.

Proof. 必要ならば並び替えることにより, ξ1, ξ2, · · · , ξm(m ≤ n)を linearly independentとす

る. linear map T : span{ξi | i = 1, 2, · · · , n} → span{ηi | i = 1, 2, · · · , n} を T (ξi) := ηi,

i = 1, 2, · · · ,mにより定める. 任意の ξ ∈ (span{ξi | i = 1, 2, · · · , n})1 に対し, ξ :=
∑m

i=1 aiξi,

ai ∈ Cとすると, (span{ξi | i = 1, 2, · · · , n})1 ∋ ξ 7→ max
i=1,2,··· ,m

|ai| ∈ Cは連続である. (span{ξi |

i = 1, 2, · · · , n})1は finite dimensional normed spaceの bounded closed subsetなので, compact

である. したがって, 上のmapは最大値をとる. すなわち,

max
i=1,2,··· ,m

|ai| ≤ max
∥ξ∥≤1

(
max

i=1,2,··· ,m
|ai|
)

=: K

である. 任意の ε に対し, δ := min{ε/{K2m2}, ε2/{Km + 1}} とすると, ξ =
∑m

i=1 aiξi ∈
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(span{ξi | i = 1, 2, · · · , n})1 に対し,

|∥ξ∥2 − ∥Tξ∥2| = |⟨ξ, ξ⟩ − ⟨Tξ, Tξ⟩|

=

∣∣∣∣∣∣
m∑
i,j

aiāj(⟨ξi, ξj⟩ − ⟨ηi, ηj⟩)

∣∣∣∣∣∣
≤ m2K2δ = ε

より, 1− ε ≤ ∥Tξ∥2 ≤ 1 + εとなるので, span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}に対し, ξ/∥ξ∥を考えること
により,

(1− ε)∥ξ∥2 ≤ ∥Tξ∥2 ≤ (1 + ε)∥ξ∥2 (1)

であるので, T は ingectiveである. よって,

m = dim(span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}) ≤ dim(span{ηi | i = 1, 2, · · · , n})

である. 同様にして, injectiveなmap S : span{ηi | i = 1, 2, · · · , n} → span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}
を作ることができるので,

dim(span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}) ≤ dim(span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}) = m

である. よって, dim(span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}) = mがわかる. (1)より, |⟨T ∗Tξ, ξ⟩ − ⟨ξ, ξ⟩| ≤
ε∥ξ∥2. よって,

∥|T | − 1∥ < ∥T ∗T − 1∥ = sup{|⟨(T ∗T − 1)ξ, ξ⟩| | ∥ξ∥ ≤ 1} ≤ ε

である. ここで, T を極分解すれば, T = U0|T |なる isometry U0 : span{ξi | i = 1, 2, · · · , n} →
span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}が得られる. この U0 が求めるものであることを示す.

∥T − U0∥ = ∥U0|T | − U0∥ = ∥|T | − 1∥ ≤ ε

なので, F := max{∥ξi∥ | i = 1, 2, · · · , n}とおくと,

(a) j = 1, 2, · · · ,mのとき,

∥U0ξj − ηj∥ ≤ ∥U0ξj − Tξj∥+ ∥Tξj − ηj∥

≤ ∥ε∥∥ξj∥ ≤ Fε

となる.

(b) j = m+ 1,m+ 2, · · · , nのとき, ξj =
∑m

i=1 aiξi とすると, Tξj =
∑m

i=1 aiηi であり,

∥Tξj − ηj∥2 =
m∑
i,j

aiāj⟨ηi, ηj⟩ −
m∑
i=1

ai⟨ηi, ηj⟩ −
m∑
j=1

āj⟨ηi, ηj⟩+ ⟨ηi, ηj⟩

≤ (K2m2δ +Kmδ +Kmδ + δ) +

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiξi − ξj

∥∥∥∥∥
2

= δ(Km+ 1) ≤ ε2
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よって,

∥U0ξj − ηj∥ = ∥U0ξj − Tξj∥+ ∥Tξj − ηj∥

≤ Fε+ ε ≤ (F + 1)ε

なので, 後は U0 が surjectiveであることを示せば良い.

ranU0
∼= span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}/ kerU0 = span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}

より, dim(ranU0) = mである. 一方, dim(span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}) = mだったので, ranU0 ⊂
span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}より, ranU0 = span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}, よって, U0が surjectiveであ

ることも示せた.

Corollary 4.6. H を Hilbelt space とし, ξ1, ξ2, · · · , ξn, η1, η2, · · · , ηn ∈ H が span{ξi | i =

1, 2, · · · , n} ⊥ span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}を満たすとする. 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存

在し, |⟨ξi, ξj⟩ − ⟨ηi, ηj⟩| < δ, i, j = 1, 2, · · · , nならば, ある unitary U : H → H で, U2 = 1かつ

∥Uξi − ηi∥ < ε, i = 1, 2, · · · , n, ∥Uηi − ξi∥ < ε, i = 1, 2, · · · , nを満たすものが存在する.

Proof. Lemma 4.5より, 任意の ε > 0に対し, ある U0 : span{ξi | i = 1, 2, · · · , n} → span{ηi |
i = 1, 2, · · · , n}で, U0 は unitaryかつ ∥U0ξi − ηi∥ < ε, i = 1, 2, · · · , nを満たすものが存在する.

Rieszの表現定理より, ある U∗
0 : span{ηi | i = 1, 2, · · · , n} → span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}で,

⟨U0x, y⟩ = ⟨x, U∗
0 y⟩, x ∈ span{ξi | i = 1, 2, · · · , n}, y ∈ span{ηi | i = 1, 2, · · · , n}

を満たすものが存在する. U0 は unitaryなので, U−1
0 も unitaryで, U∗

0 = U−1
0 である. また,

∥U∗
0 ηi − ξi∥ = ∥ηi − U0ξi∥ < ε, i = 1, 2, · · · , n

である.

H = span{ξi | i = 1, 2, · · · , n} ⊕ span{ηi | i = 1, 2, · · · , n} ⊕ (span{ξi} ⊕ span{ηi})⊥

なので, U := U0 ⊕ U∗
0 ⊕ id(span{ξi}⊕span{ηi})⊥ とおくと, U∗

0 = U−1
0 なので, U2 = 1 であり,

i = 1, 2, · · · , nに対し

∥Uξi − ηi∥ = ∥U0ξi − ηi∥ < ε,

∥Uηi − ξi∥ = ∥U∗
0 ηi − ξi∥ < ε

となる.

Lemma 4.7. H を Hilbert spaceとし, a ∈ B(H), ξ ∈ H とする. 任意の ε > 0, f ∈ C(C)に対
し, ある δ > 0が存在し, ∥aξ∥ < δならば, ∥f(a)ξ − f(0)ξ∥ < εを満たす.

Proof. f(z) :=
n∑

k=0

akz
k, ak ∈ C, δ = ε

∥a∥k−1


n∑

k=1

|ak|

とおくと,

∥f(a)ξ − f(0)ξ∥ ≤
n∑

k=1

|ak|∥akξ∥

≤ ∥a∥k−1

(
n∑

k=1

|ak|

)
δ = ε

より, 多項式については良い. 連続関数は多項式で近似できるので, 主張は成立する.
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Corollary 4.8. H を Hilbert spaceとし, a ∈ B(H)sa, ξ ∈ H とする. 任意の ε > 0に対し, あ

る δ > 0が存在し,

∥aξ − ξ∥ < δ ⇒ ∥eiπaξ + ξ∥ < ε (1)

∥aξ∥ < δ ⇒ ∥eiπaξ − ξ∥ < ε (2)

を満たす.

Proof. まず, (1)について示す. f(t) := eiπ(t+1), a 7→ a− 1を Lemma 4.7に適用すると,

∥aξ − ξ∥ < δ ⇒ ∥eiπaξ − (−ξ)∥ < ε

となる.

次に, (2)を示す. f(t) := eiπt を Lemma 4.7に適用すると,

∥aξ∥ < δ ⇒ ∥eiπaξ − ξ∥ < ε

となる.

Lemma 4.9. Aを C∗-algebra, H を Hilbert spaceとし, π : A→ B(H)を irreducible represen-

tationとする. ξ1, ξ2 ∈ H が ∥ξ1∥ = ∥ξ2∥ = 1であるとする. 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が

存在し, ∥ξ1 − ξ2∥ < δならば, ある u ∈ U(A), a ∈ Asa で, u = eia, π(u)ξ1 = ξ2, ∥1− eita∥ < ε,

t ∈ [0, 1]を満たすものが存在する.

Proof. Lemma 3.4の δ をとれば, ある unitary V ∈ B(H)で, ∥V − 1H∥ < εかつ V ξ1 = ξ2

を満たすものが存在する. φ : C(SpV ) → C∗(V )を functional calculus (Theorem 2.8)とする.

log V := φ(log z)とし, k := −i log V とおくと,

k∗ = i(log V )∗ = iφ((log z)∗) = iφ(log z)

= iφ(− log z) = −i log V = k

なので, kは self-adjointである. また,

∥k∥ = ∥ log V ∥ = sup{|i arg z| | z ∈ SpV } ≤ 2ε

である. V =

(
∗ 0

0 1

)
on Cξ1 + Cξ2 ⊕ (Cξ1 + Cξ2)⊥ より, V i =

(
∗ 0

0 1

)
なので, k =

−i log V =

(
∗ 0

0 0

)
である. Kadison’s Transitivity (Theorem 2.13 (3))より, ある a ∈ Asa

で, π(a)|Cξ1+Cξ2 = k|Cξ1+Cξ2 かつ, ∥a∥ ≤ 4εを満たすものが存在する. u := eia とおくと, uは

unitaryで,

π(u)ξ1 = eiπ(a)ξ1 =

∞∑
n=0

(iπ(a))n

n!
ξ1 =

∞∑
n=0

(ik)n

n!
ξ1

= eikξ1 = elog V ξ1 = V ξ1 = ξ2

である. 更に, t ∈ [0, 1]に対して,

∥1− eita∥ = sup{|1− eits| | s ∈ [−4ε, ε]}

≤ 1− e4itε ≤ 4tε ≤ 4ε
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Proof of Theorem 4.1. 任意の F ⋐ A, πω(A)∩K(Hω) = {0}なる ω ∈ PS(A), ε > 0をとる.

E : Hω → Cξω を projectionとする. (F, πω, E, ε)に対して, Property 1.2より, ある n ∈ Nと,

x = (x1, x2, · · · , xn) ∈M1n(A)が存在して, ∥xx∗∥ ≤ 1, πω(xx
∗)E = E, ∥ ad aAdx∥ < ε, a ∈ F

を満たす. G := {xix∗j | i, j = 1, 2, · · · , n}とおく. ε > 0に対し, Lemma 4.9より, ある δ4.9 が存

在する. δ4.9 > 0に対し, Corollary 4.8より, ある δ4.8 が存在する. δ4.8/n > 0に対し, Corollary

4.6より, ある δ4.6 が存在する. δ := min{δ4.6, δ24.8/4n}とおく.

φ ∈ PS(A)が πφ
q∼ πω, |φ(x)− ω(x)| < δ, x ∈ Gを満たすとする. すると, Corollary 4.3より,

ある η ∈ Hω が存在して, φ(x) = ⟨πω(x)η, η⟩, x ∈ Aを満たす. よって,

|⟨πω(x∗i )ξω, πω(x∗j )ξω⟩ − ⟨πω(x∗i )η, πω(x∗j )η⟩| < δ, i, j = 1, 2, · · · , n

である. ここで, Lξω := span{πω(x∗i )ξω | i = 1, 2, · · · , n} , Lη := span{πω(x∗i )η | i = 1, 2, · · · , n}
とおく.

Case 1. Lξω ⊥ Lη のとき.

|⟨πω(x∗i )ξω, πω(x∗j )ξω⟩ − ⟨πω(x∗i )η, πω(x∗j )η⟩| < δ4.6, i, j = 1, 2, · · · , n

なので, Lemma 4.6より, ある unitary U : Hω → Hω で, U2 = 1かつ

∥U(πω(x
∗
i )ξω)− πω(x

∗
i )η∥ <

δ4.8
2n

, i = 1, 2, · · · , n

∥U(πω(x
∗
i )η)− πω(x

∗
i )ξω∥ <

δ4.8
2n

, i = 1, 2, · · · , n

を満たすものが存在する. ここで, P := (1− U)/2とおくと,

P (πω(x
∗
i )ξω − πω(x

∗
i )η)

=
1

2
{(πω(x∗i )ξω − πω(x

∗
i )η)− U(πω(x

∗
i )ξω − πω(x

∗
i )η)}

δ4.8
2n≈ πω(x

∗
i )ξω − πω(x

∗
i )η

かつ

P (πω(x
∗
i )ξω + πω(x

∗
i )η)

=
1

2
{(πω(x∗i )ξω + πω(x

∗
i )η)− U(πω(x

∗
i )ξω + πω(x

∗
i )η)}

δ4.8
2n≈ 0

である. Lemma 4.4より, P は Lξω ⊕ Lη への projectionなので, ある h ∈ Asa で, 0 ≤ h ≤ 1,

πω(h)|Lξω⊕Lη = P を満たすものが存在する. h̄ := Adx(h) =
∑n

i=1 xihx
∗
i とおく. すると,

0 ≤ h ≤ 1より,

0 ≤
n∑

i=1

xihx
∗
i ≤

n∑
i=1

xix
∗
i ≤ 1

なので, ∥h̄∥ ≤ 1である. したがって,

∥[a, h̄]∥ = ∥(ad aAdx)(h)∥ ≤ ε, a ∈ F
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となる. 今,

∥(1− πω(xx
∗))

1
2 η∥2 = ⟨(1− πω(xx

∗))η.η⟩

= |1− ⟨πω(xx∗)η.η⟩|

= |⟨πω(xx∗)ξω, ξω⟩ − ⟨πω(xx∗)η, η⟩| < nδ

なので,

∥(1− πω(xx
∗))η∥ ≤ ∥(1− πω(xx

∗))
1
2 ∥∥(1− πω(xx

∗))
1
2 η∥

≤ 1 ·
√
nδ ≤

√
δ24.8
4

=
δ4.8
2

である. したがって,

πω(h̄)(ξω − η) =
n∑

i=1

πω(xi)Pπω(x
∗
i )(ξω − η)

n· δ4.82n≈
n∑

i=1

πω(xi)πω(x
∗
i )(ξω − η)

δ4.8
2≈ ξω − η

である. 同様に,

πω(h̄)(ξω + η) =
n∑

i=1

πω(xi)Pπω(x
∗
i )(ξω + η)

δ4.8
2≈

n∑
i=1

πω(xi) · 0 = 0

である. よって, πω(h̄) ∈ B(Hω)sa なので, Corollary 4.8より,

∥eiππω(h̄)(ξω − η) + (ξω − η)∥ < δ4.9

∥eiππω(h̄)(ξω + η) + (ξω + η)∥ < δ4.9

となる. よって,

πω(e
iπh̄)ξω = eiππω(h̄)

(
ξω − η

2

)
+ eiππω(h̄)

(
ξω + η

2

)
δ4.9≈ −

(
ξω − η

2

)
+

(
ξω + η

2

)
= η

となることがわかる. ここで, ∥πω(eiπh̄)ξω∥ = ∥η∥ = 1なので, Lemma 4.9より, ある u ∈ U(A),

k ∈ Asa で, u = eik, πω(u)(πω(e
iπh̄)ξω) = η, ∥1− eitk∥ < ε, t ∈ [0, 1]を満たすものが存在する.

ut := e−itπh̄ · e−itk とおき, これが求めるものである事を以下示す. u0 = 1は明らかである.

ω ◦Adu1(x) = ⟨πω(e−iπh̄e−ikxeikeiπh̄)ξω, ξω⟩

= ⟨πω(x)η, η⟩ = φ(x), x ∈ A

25



なので, 後はある λ ∈ Rに対し,

∥Adut(a)− a∥ < λε, a ∈ F

となることを示せばよい. a ∈ F に対し,

∥Adut(a)− a∥ = ∥aeitkeitπh̄ − eitkeitπh̄a∥

= ∥(aeitk − eitka)eitπh̄ − eitk(aeitπh̄ − eitπh̄a)∥

≤ ∥aeitk − eitka∥+ ∥aeitπh̄ − eitπh̄a∥

より, それぞれを評価する. まず,

∥aeitk − eitka∥ = ∥a(eitk − 1)− (eitk − 1)a∥

≤ 2∥a∥∥eitk − 1∥ ≤ 2

(
max
a∈F

∥a∥
)
ε

である. 一方,

∥aeitπh̄ − eitπh̄a∥ =

∥∥∥∥∥a
∞∑

n=0

(itπh̄)n

n!
−

∞∑
n=0

(itπh̄)n

n!
a

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

(itπ)n

n!
(ah̄n − h̄na)

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=1

πn

n!
∥ah̄n − h̄na∥

≤
∞∑

n=1

πn

n!
(∥ah̄n − h̄ah̄n−1∥+ ∥h̄ah̄n−1 − h̄2ah̄n−2∥

+ · · ·+ ∥h̄n−1ah̄− h̄na∥)

≤
∞∑

n=1

πn

n!
n∥ah̄− h̄a∥∥h̄∥n−1

≤
∞∑

n=1

πn

n!
nε = eππε

なので, 以上より,

∥Adut(a)− a∥ ≤ 2

(
max
a∈F

∥a∥
)
ε+ eππε

=

(
2

(
max
a∈F

∥a∥
)
+ eππ

)
ε, a ∈ F

となる.

Case 2. Lξω ⊥ Lη でないとき.

Case 2は, 次の Lemmaと Corollaryを用意した後で証明する.

Lemma 4.10 (Glimm’s Lemma). H を Hilbert spaceとし, A ⊂ B(H)を C∗-algebraが A ∩
K(H) = {0}を満たすとする. φ ∈ PS(A), F ⋐ Aをとり, K ⊂ H を finite dimensional subspace

とする. このとき, 任意の ε > 0に対し, ある unit vector ξ ∈ K⊥ で, |φ(x)− ⟨xξ, ξ⟩| < ε, x ∈ F

を満たすものが存在する.
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Proof. 任意の (φ, F,K, ε) をとる. Lemma 3.3 より, ある e ∈ A で, 0 ≤ e ≤ 1, φ(e) = 1,

∥e(x−φ(x))e∥ < ε, x ∈ F を満たすものが存在する. PK : H → Kを projectionとすると, PK⊥ =

1−PK である. q : B(H) → B(H)/K(H)を quotient mapとすると, q(PK⊥) = q(1−PK) = q(1)

なので,

q(PK⊥ePK⊥ − e) = q(PK⊥)q(e)q(PK⊥)− q(e) = q(e)− q(e) = 0

より, PK⊥ePK⊥ − e ∈ K(H)である. また, a ∈ Aに対し, q(a) = 0とすると, a ∈ K(H)より,

a ∈ A ∩K(H) = 0なので, q|A は injectiveであることがわかる. したがって,

1 ≥ ∥PK⊥ePK⊥∥ ≥ ∥q(PK⊥ePK⊥)∥ = ∥q(e)∥ = ∥q|A(e)∥ = ∥e∥ = 1

なので, ∥PK⊥ePK⊥∥ = 1である. よって,

1 = ∥PK⊥ePK⊥∥ = sup{⟨PK⊥ePK⊥ξ, ξ⟩ | ∥ξ∥ ≤ 1}

= sup{⟨eξ, ξ⟩ | ∥ξ∥ ≤ 1, ξ ∈ K⊥}

= sup{⟨eξ, ξ⟩ | ∥ξ∥ = 1, ξ ∈ K⊥}

より, ある unit vector ξ ∈ K⊥ で, 1− ⟨eξ, ξ⟩ < ε2 を満たすものが存在する. このとき,

∥eξ − ξ∥2 = ⟨e2ξ, ξ⟩ − 2⟨eξ, ξ⟩+ ⟨ξ, ξ⟩

≤ 1− ⟨eξ, ξ⟩ < ε2

なので, ∥eξ − ξ∥ < εである. よって, M := max
x∈F

∥x∥とおくと, x ∈ F に対し,

φ(x) = ⟨φ(x)ξ, ξ⟩
2Mε
≈ ⟨φ(x)eξ, eξ⟩ = ⟨eφ(x)eξ, ξ⟩

ε≈ ⟨exeξ, ξ⟩ = ⟨xeξ, eξ⟩ 2Mε≈ ⟨xξ, ξ⟩

なので,

|φ(x)− ⟨xξ, ξ⟩| ≤ (4M + 1)ε, x ∈ F

Corollary 4.11. Aを C∗-algebraとし, ω ∈ PS(A)が, πω(A) ∩K(Hω) = {0}を満たすとする.

F ⋐ Aをとり, K ⊂ Hω を finite dimensional subspaceとする. このとき, 任意の ε > 0に対し,

ある unit vector ξ ∈ K⊥ で, |ω(x)− ⟨πω(x)ξ, ξ⟩| < ε, x ∈ F を満たすものが存在する.

Proof. ω′(πω(x)) := ω(x), x ∈ Aとすると, ω′ ∈ PS(πω(A))である. (πω(A), ω
′, πω(F ),K, ε)に

ついて, Lemma 4.10より, ある unit vector ξ ∈ K⊥ で, |ω′(x)− ⟨xξ, ξ⟩| < ε, x ∈ πω(F )を満た

すものが存在する. よって, |ω(x)− ⟨πω(x)ξ, ξ⟩| < ε, x ∈ F を満たす.

Proof of Theorem 4.1. 　

Case 2. Lξω ⊥ Lη でないとき.

K := span{πω(x)ξω, πω(x)η | x ∈ G}とおくと, πω(A) ∩K(Hω) = {0}なので, Corollary 4.11

より, (A,ω,G,K, δ/2)に対し, ある unit vector ζ ∈ K⊥ で,

|ω(x)− ⟨πω(x)ζ, ζ⟩| <
δ

2
, x ∈ G (1)
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を満たすものが存在する. 初めから, |ω(x)− ⟨πω(x)η, η⟩| < δ/2, x ∈ G としておけば,

|⟨πω(x)ζ, ζ⟩ − ⟨πω(x)η, η⟩| < δ, x ∈ G (2)

となる. また, ζ ∈ K⊥ より, ⟨πω(xix∗j )ξω, ζ⟩ = 0, i, j = 1, 2, · · · , nなので,

⟨πω(x∗j )ξω, πω(x∗i )ζ⟩ = 0, i, j = 1, 2, · · · , n (3)

であり, 同様に, ⟨πω(xix∗j )η, ζ⟩ = 0, i, j = 1, 2, · · · , nなので,

⟨πω(x∗j )η, πω(x∗i )ζ⟩ = 0, i, j = 1, 2, · · · , n (4)

である. Lζ := span{πω(x∗i )ζ | i = 1, 2, · · · , n}とおくと, (1), (3)より,|⟨πω(x∗i )ξω, πω(x∗j )ξω⟩ − ⟨πω(x∗i )ζ, πω(x∗j )ζ⟩| < δ, i, j = 1, 2, · · · , n,

Lξω ⊥ Lζ ,
(5)

(2), (4)より,|⟨πω(x∗i )ζ, πω(x∗j )ζ⟩ − ⟨πω(x∗i )η, πω(x∗j )η⟩| < δ, i, j = 1, 2, · · · , n,

Lζ ⊥ Lη

(6)

を得る. ψ(x) := ⟨πω(x)ζ, ζ⟩, x ∈ Aとおく. (5), Case 1の結果より, ある vt ∈ u(A)で, v0 = 1,

ψ = ω ◦Ad v1,
∥Ad vt(a)− a∥ < ε, a ∈ F

を満たすものが存在する. 同様に, (6), Case 1 の結果より, ある wt ∈ u(A) で, w0 = 1, φ =

ψ ◦Adw1,

∥Adwt(a)− a∥ < ε, a ∈ F

を満たすものが存在する. よって, ut := vtwt とおけば, u0 = 1,

ω ◦Adu1 = ω ◦Ad v1w1 = ω ◦Ad v1 ◦Adw1 = ψ ◦Adw1 = φ

であり, 更に任意の t ∈ [0, 1]と, a ∈ F に対して,

∥Adut(a)− a∥ = ∥avtwt − vtwta∥

≤ ∥(avt − vta)wt∥+ ∥vt(awt − wta)∥

= ∥avt − vta∥+ ∥awt − wta∥

= ∥Ad vt(a)− a∥+ ∥Adwt(a)− a∥ < 2ε

も満たす.

5 Any separable C∗-algebra satisfies Property 1.3

Definition 5.1. Aを C∗-algebraとする. Bil(A)を,

Bil(A) := {V : A×A→ C | V is bilinear , ∥V ∥ <∞}
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により定める. ただし, ∥V ∥ := sup{|V (a, b)| | a, b ∈ A1}とする.

また, A⊙Aに射影 normを

∥S∥Λ := inf

{
n∑

i=1

∥ai∥∥bi∥

∣∣∣∣∣ S =

n∑
i=1

ai ⊗ bi

}

によって定め, 完備化したものを A ⊗̂Aと書く.

また, M を von Neumann algebraとする. Bilσ(M)を,

Bilσ(M) := {V ∈ Bil(M) | V is separately σ-weakly continuous}

とする.

Lemma 5.2. Aを C∗-algebraとする. すると, Bil(A) ≃ (A ⊗̂A)∗ である.

Proof. ω : Bil(A) → (A ⊗̂A)∗ を以下のようにして定める.

V ∈ Bil(A)に対して, ω(V )(a⊗ b) := V (a, b), a, b ∈ Aとすると, linear functional ω(V ) : A⊙
A → Cが定まり, ∥ω(V )∥ = ∥V ∥Λ である. 今, ω(V )は boundedなので, ω(V ) : A ⊗̂ A → Cに
拡張できる. よって, ω(V ) ∈ (A ⊗̂ A)∗ なので, ω : Bil(A) → (A ⊗̂ A)∗ が定まった. この ω は,

surjectiveであることを示す. 任意の ψ ∈ (A ⊗̂A)∗ に対し, U(a, b) := ψ(a⊗ b), a, b ∈ Aと定め

ると U ∈ Bil(A)であり,

ω(U)(a⊗ b) = U(a, b) = ψ(a⊗ b)

より, ω(U) = ψ なので, ω は surjectiveとなる. 以上より, ω は isometry isomorphismなので,

Bil(A) ≃ (A ⊗̂A)∗ となる.

以下, Bil(A)と (A ⊗̂A)∗ を自然に同一視する.

Definition 5.3. Aを C∗-algebraとする. a ∈ Aに対し La : A ⊗̂A→ A ⊗̂Aを,

La(b⊗ c) := ab⊗ c, b, c ∈ A

により定める. 同様に, Ra : A ⊗̂A→ A ⊗̂Aを,

Ra(b⊗ c) := b⊗ ca, b, c ∈ A

とする. すると, La, Raは bounded bilinearで, ∥La∥ = ∥Ra∥ = ∥a∥である. また, p : A ⊗̂A→ A

を,

p(b⊗ c) := bc, b, c ∈ A

とする. すると, pは norm-decreasingな linear mapである.

M を von Neumann algebraとし, φ : Bil(M) → l∞(M1)を以下のように定める. V ∈ Bil(M),

a ∈M1 に対し, φ(V )(a) := V (a∗, a)とすると,

∥φ(V )∥ = sup{|φ(V )(a)| | ∥a∥ ≤ 1}

= sup{|V (a∗, a)| | ∥a∥ ≤ 1} ≤ ∥V ∥

より, φ(V )は boundedなので, φ(V ) ∈ l∞(M1)となり, φ : Bil(M) → l∞(M1)が定義できた. こ

の φを以下用いることにする.

次の結果は, Haagerup [8, Theorem 2.1]によるものである.
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Theorem 5.4 (Haagerup). M を injective von Neumann algebraとする. このとき, ある I(M)

上のmean mで,

m(φ(L∗
aV )|I(M)) = m(φ(R∗

aV )|I(M)), V ∈ Bilσ(M), a ∈M

を満たすものが存在する. ただし, M ⊂ B(H) が injective であるとは, ある linear map

E : B(H) → M で, E(a) = a, a ∈ M かつ ∥E(b)∥ ≤ b, b ∈ B(H) を満たすものが存在する

ことをいう. また, mが集合X 上のmeanであるとは, m ∈ S(l∞(X))を満たすことである.

この定理を用いて, 任意の separable C∗-algebraは Property 1.3を満たすことを示す.

Lemma 5.5. M,N を von Neumann algebrasとし, π : M → N を normal ∗-homomorphismと

する. このとき, ある projection e ∈ Z(M)で, Me ≃ π(M)を満たすものが存在する.

Proof. kerπは σ-weakly closed idealなので, ある projection z ∈ Z(M)で, kerπ =Mzを満た

すものが存在する. すると, M(1− z) ∋ x(1− z) 7→ π(x) ∈ π(M)は ∗-isomorphismであること

がわかるので, e := 1− zとすれば, Me ≃ π(M)がわかる.

Lemma 5.6. X を Banach spaceとし, S をX の subsetとする. このとき, coS
n
= coS

w
を満

たす.

Proof. coS
n ⊂ coS

w
は明らかなので, coS

n ⊃ coS
w
を背理法で示す. ある x ∈ coS

w
で

x /∈ coS
n
となるものがあったとする. Hahn–Banach (Theorem 2.6)より,あるweakly continuous

functional τ : X → Cと, ある t ∈ Rで,

Re τ(y) ≤ t < Re τ(x), y ∈ coS
n

を満たすものが存在する. x ∈ coS
w
より, xλ ∈ coS で xλ

w→ xなる net xλ を取ると, 特に

Re τ(xλ) ≤ t < Re τ(x) for all λ

を満たしている. しかし, τ(xλ) → τ(x)であったので,

Re τ(x) ≤ t < Re τ(x)

となり矛盾である. 以上より, coS
n ⊃ coS

w
がわかった.

Lemma 5.7. AをC∗-algebraとし, π : A→ B(H)を non-degenetate representationとする. こ

のとき, π(A)′′が injectiveならば, ある net Tλ ∈ A⊙Aで, 以下の 1～3を満たすものが存在する.

1. Tλ ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}

2. ∥LaTλ −RaTλ∥Λ → 0, a ∈ A

3. π(p(Tλ))
σ-w→ 1 in B(H)

Proof. まず, ρ : A → B(K) を universal representation とすると, ある ρ̃ : A∗∗ → ρ(A)′′ で,

surjective, isometicかつ σ(A∗∗, A∗) to σ-weakly continuousで, 下の可換図式を満たすものが存

在する.

A∗∗

ρ̃

��
A

ι

<<yyyyyyyyy
ρ
// ρ(A)′′

30



また, universalityより, ある π̃ : ρ(A)′′ → π(A)′′ で, σ-weakly continuousかつ, 下の可換図式を

満たすものが存在する.

A

π
!!D

DD
DD

DD
DD ρ

// ρ(A)′′

π̃

��
π(A)′′

よって, π′ := π̃ ◦ ρ̃とおくと, π′ は surjectiveかつ σ(A∗∗, A∗) to σ-weakly continuousで,

A
ι

//

π ""E
EE

EE
EE

E A∗∗

π′

��
π(A)′′

を満たす. よって, A∗∗と ρ(A)′′を同一視すれば, Lemma 5.5より, ある projection e ∈ Z(A∗∗)

で, A∗∗e ≃ π(A)′′ =:M を満たすものが存在する. また, Lemma 5.5の proofより, e = 1M であ

ることもわかる.

ここで, M は injectiveなので, Theorem 5.4より, ある I(M)上のmean mで,

m(φ(L∗
aV )|I(M)) = m(φ(R∗

aV )|I(M)), V ∈ Bilσ(M), a ∈M

を満たすものが存在する.

次に, [9, Proposition 2.2] と [10, Lemma 2.1] により V ∈ Bil(A) は一意に jointly σ-weakly

continuousな Ṽ ∈ Bilσ(A
∗∗)に拡張できることがわかる. また, このとき ∥Ṽ ∥ = ∥V ∥とできる.

よって, V ∈ Bil(A)に対して, ω(V ) := m(φ(Ṽ |M )|I(M))とすると, ω ∈ (Bil(A))∗ = (A ⊗̂ A)∗∗

である. ただし, φ : Bil(M) → l∞(M1)は V ∈ Bil(M), a ∈ M1 に対し, φ(V )(a) := V (a∗, a)と

していた.

このとき, 次の 1’～3’が成り立つ.

1’ ω ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
w∗

2’ L∗∗
a ω = R∗∗

a ω, a ∈ A

3’ p∗∗(ω) = e in A∗∗

まず 1’を背理法で示す. ω /∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
w∗

とする. Hahn–Banach (Theorem

2.6) より, ある w∗-continuous linear functional τ : (A ⊗̂A)∗∗ → Cと, ある t ∈ Rで,

Re⟨y, τ⟩ ≤ t < Re⟨ω, τ⟩, y ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
w∗

を満たすものが存在する. この τ に対して, ある θ ∈ (A ⊗̂A)∗が存在して, τ = θ̂を満たす. ただ

し, θ̂(f) := f(θ), f ∈ A ⊗̂Aとする. すると,

Re⟨y, θ⟩ ≤ t < Re⟨ω, θ⟩, y ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
w∗

となり, 特に,

Re⟨x⊗ x∗, θ⟩ ≤ t < Re⟨ω, θ⟩, x ∈ A1
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である. ここで, u ∈ I(M)について, u ∈ I(M) ⊂ (A∗∗)1 なので, Kaplansky (Theorem 2.9 (3))

より, ある aα ∈ A1 で, aα
s∗→ uを満たすものが存在する. また, θ ∈ (A ⊗̂ A)∗ = Bil(A)より,

θ̃ ∈ Bil(A∗∗)に拡張できるので,

Re⟨a∗α ⊗ aα, θ̃⟩ ≤ t < Re⟨ω, θ⟩ for all α

となる. α↗とすれば, θ̃は jointly σ-weakly continuousなので, 任意の u ∈ I(M)に対して,

Re⟨u∗ ⊗ u, θ̃⟩ ≤ t < Re⟨ω, θ⟩

= Rem(φ(θ̃|M )(·))

= Rem(θ̃(·∗, ·))

なので,

Rem(θ̃(·∗, ·)) ≤ t < Rem(θ̃(·∗, ·))

より矛盾である. よって, 1’が示せた.

次に 2’を示す. V ∈ (A ⊗̂A)∗ = Bil(A)に対して,

(L∗∗
a ω)(V ) = ω(L∗

aV ) = ω(V La) = m(φ(Ṽ La|M )|I(M))

である. ここで, c, d ∈ ι(A), eλ
σ-w→ e, wλ ∈ ι(A)に対し,

(L∗
aeṼ |M )(ce, de) = Ṽ |M (ace, de)

= Ṽ (ace, de)

= Ṽ

(
σ-w lim

λ
(aceλ, deλ)

)
= σ-w lim

λ
V (aceλ, deλ)

= σ-w lim
λ
Ṽ La(ceλ, deλ)

= Ṽ La(ce, de)

= Ṽ La|M (ce, de)

なので, ι(A)は A∗∗において σ-weakly denseであることと, L∗
aeṼ |M , Ṽ La|M はそれぞれ jointly

σ-weakly continuousであることより,

Ṽ La|M = L∗
aeṼ |M

となる. 更に, Theorem 5.4より,

(L∗∗
a ω)(V ) = m(φ(L∗

aeṼ |M )|I(M))

= m(φ(R∗
aeṼ |M )|I(M))

である. 同様に,

(R∗∗
a ω)(V ) = m(φ(R∗

aeṼ |M )|I(M))

なので, L∗∗
a ω = R∗∗

a ωとなり, 2’が従う.
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次に, 3’を示す. Kaplansky (Theorem 2.9 (3))より, ι(A)1はA∗∗
1 において strongly denseなの

で, a ∈M に対し, ある ι(A)∥a∥の net ι(aλ)で, ι(aλ)
s→ aを満たすものが取れる. 同様に, b ∈M

に対し, ある ι(A)∥b∥ の net ι(bµ)で, ι(bµ)
s→ bを満たすものが取れる. よって, f ∈ A∗ に対し,

p̃∗(f)(a, b) = p̃∗(f)

(
s- lim

λ,µ
(ι(aλ), ι(bµ))

)
= s- lim

λ,µ
p∗(f)(ι(aλ), ι(bµ))

= σ(A∗∗, A∗)- lim
λ,µ

⟨f, ι(aλbµ)⟩ = ⟨f, ab⟩

である. よって, 特に v ∈ I(M)に対し,

g(v) := p̃∗(f)|M (v∗, v) = p̃∗(f)(v∗, v) = ⟨f, v∗v⟩ = ⟨f, 1M ⟩ = ⟨f, e⟩

なので, g ∈ l∞(I(M))は定数関数である. よって,

m(g(·)) = m(⟨f, ab⟩1I(M)) = ⟨f, ab⟩

なので, 任意の f ∈ A∗ に対し,

⟨p∗∗ω, f⟩ = ⟨ω, p∗(f)⟩

= m(φ(p̃∗(f)|M )|I(M)) = m(g(·)) = ⟨f, e⟩

より, p∗∗ω = eとなり, 3’が示せた.

以上より, 1’～3’がわかったので,ここから1～3を示す. 1’より, ω ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
w∗

だったので, ある Tλ ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}で ι(Tλ)
w∗

→ ω in (A ⊗̂ A)∗∗ を満たす netが

取れる. ここで, LaTλ −RaTλ
w→ 0 in A ⊗̂Aを示そう. まず, 任意の f ∈ (A ⊗̂A)∗ に対し,

⟨ι(LaTλ), f⟩ = ⟨LaTλ, f⟩ = ⟨Tλ, L∗
af⟩

= ⟨ι(Tλ), L∗
af⟩ = ⟨L∗∗

a ι(Tλ), f⟩

より, ι(LaTλ) = L∗∗
a ι(Tλ)なので, 任意の f ∈ (A ⊗̂A)∗ に対し, 2’より,

⟨LaTλ −RaTλ, f⟩ = ⟨ι(LaTλ −RaTλ), f⟩

= ⟨L∗∗
a ι(Tλ)−R∗∗

a ι(Tλ), f⟩

= ⟨ι(Tλ), L∗
af⟩ − ⟨ι(Tλ), R∗

af⟩

→ ⟨ω,L∗
af⟩ − ⟨ω,R∗

af⟩

= ⟨L∗∗
a ω −R∗∗

a ω, f⟩ = 0

なので, LaTλ −RaTλ
w→ 0が言えた.

ここで, 任意の F ⋐ A, G ⋐ (A ⊗̂A)∗ をとり,

CF,G :=

⊕
a∈F

(LaT −RaT )⊕
⊕
φ∈G

(ι(T )φ− φ(ω))

∣∣∣∣∣∣ T ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}


⊂
⊕
a∈F

(A ⊗̂A)⊕
⊕
φ∈G

C
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とおく. ただし,
⊕

a∈F (A ⊗̂ A) ⊕
⊕

φ∈G Cには l1normを入れるものとする. すると, CF,G は

convexで, Lemma 5.6より, 0 ∈ CF,G
w
= CF,G

n
である. したがって, 任意の ε > 0に対し, ある

T ε
F,G ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}で,∥∥∥∥∥∥

⊕
a∈F

(LaT
ε
F,G −RaT

ε
F,G)⊕

⊕
φ∈G

(ι(T ε
F,G)φ− φ(ω))

∥∥∥∥∥∥ < ε

を満たすものが取れる. よって特に,

∥LaT
ε
F,G −RaT

ε
F,G∥Λ < ε, a ∈ F

|ι(T ε
F,G)φ− φ(ω))| < ε, φ ∈ G

となる. ここで, Aの finite set, (A ⊗̂A)∗ の finite setの組 (·, ·)に, 順序を

(F1, G1) ≥ (F2, G2)
defn⇐⇒ F1 ⊃ F2かつ G1 ⊃ G2

と定める. すると, 任意の a ∈ A, φ ∈ (A⊗̂A)∗に対して, a ∈ F0, φ ∈ G0を満たすように (F0, G0)

を選べば, (F,G) ≥ (F0, G0)ならば,

∥LaT
ε
F,G −RaT

ε
F,G∥Λ < ε

|ι(T ε
F,G)φ− φ(ω))| < ε

を満たす. よって,適当に添え字を取り替えることによって,ある Tλ ∈ co{x⊗x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1}
なる netで,

∥LaTλ −RaTλ∥Λ → 0, a ∈ A

ι(Tλ)
w∗

→ ω in (A ⊗̂A)∗∗

を満たすものが取れる. この Tλ が求めるものである. 1 と 2 は既に示したので, 後は 3 を示

せばよい. p∗∗ : (A ⊗̂ A)∗∗ → A∗∗ は σ((A ⊗̂ A)∗∗, (A ⊗̂ A)∗) to σ(A∗∗, A∗) continuousなので,

p∗∗(ι(Tλ))
σ(A∗∗,A∗)−→ p∗∗(ω) = eであり, p∗∗(ι(Tλ)) = ι(pTλ)なので, ι(pTλ)

σ(A∗∗,A∗)−→ eを得る.

今,

A
ι

//

π ""E
EE

EE
EE

E A∗∗

π′

��
π(A)′′

で, π′ は σ(A∗∗, A∗) to σ-weakly continuousなので,

π(pTλ) = π′(ι(pTλ))
σ-w→ π′(e) = 1

より, 3も示せた.

Lemma 5.8. Aを C∗-algebraとし, π : A → B(H)を irreducible representationとする. ε > 0

に対し, S ∈ B(H)が ∥S∥ ≤ εであるとし, E をH 上の finite rank projectionとする. このとき,

ある a ∈ Aで, ∥a∥ ≤ 4ε, π(a)E = SE, Eπ(a) = ES を満たすものが存在する.
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Proof. S = ReS+ i ImSとし, Kadison’s Transitivity (Theorem 2.13 (3))より, ある b, c ∈ Asa

で, ∥b∥ ≤ 2ε, ∥c∥ ≤ 2εかつ

π(b)E = (ReS)E

π(c)E = (ImS)E

を満たすものが存在する. 2つの式の両辺で ∗をとれば,

Eπ(b) = E(ReS)

Eπ(c) = E(ImS)

であることもわかる. よって, a := b+ icとおくと, ∥a∥ ≤ 2ε+ 2ε = 4εであり,

π(a)E = π(b)E + iπ(c)E = (ReS)E + i(ImS)E = SE

Eπ(a) = Eπ(b) + iEπ(c) = E(ReS) + iE(ImS) = ES

となる.

Corollary 5.9. AをC∗-algebraとし, π : A→ B(H)を irreducible representationとする. ε > 0

に対し, S ∈ B(H)が ∥S − 1∥ ≤ εであるとし, E を H 上の finite rank projectionとする. この

とき, ある a ∈ A+ C1で, ∥a− 1∥ ≤ 4ε, π(a)E = SE, Eπ(a) = ES を満たすものが存在する.

Proof. Lemma 5.8の S を S − 1に, aを a+ 1にすればよい.

Lemma 5.10. Aを C∗-algebraとし, π : A→ B(H)を irreducible representationとする. また,

E をH 上の finite rank projectionとする. このとき, 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在し

て, 以下を満たす.

もし ∥a∥ ≤ 1なる a ∈ A+が, ∥π(a)E−E∥ < δを満たすならば,ある b ∈ A+C1で, ∥b−1∥ < ε,

∥bab∗∥ ≤ 1, π(bab∗)E = E を満たすものが存在する.

Proof. 
K0 := ranE

K1 := ranE⊥π(a)E

K2 := (K0 ⊕K1)
⊥

とおくと, H = K0 ⊕K1 ⊕K2 である. すると, ξ ∈ H に対し,

π(a)Eξ = Eπ(a)Eξ + E⊥π(a)Eξ ∈ K0 ⊕K1

なので, π(a)K0 ⊂ K0 ⊕K1 がわかる. よって, π(a) :=

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 on K0 ⊕K1 ⊕K2

とおくと, a31 = 0であり, a ∈ Asa より a13 = 0となる. ここで,

∥Eπ(a)E − E∥ ≤ ∥π(a)E − E∥ < δ

より,

a11 = Eπ(a)E
δ≈ E = 1K0
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であり, また,

∥Eπ(a)E⊥ − EE⊥∥ ≤ ∥Eπ(a)− E∥ = ∥π(a)E − E∥ < δ

より,

a12 = a12 + a13 = Eπ(a)E⊥ δ
≈ EE⊥ = 0

である. よって, T :=

 a
−1/2
11 −a−1

11 a12 0

0 1 0

0 0 1

 on K0 ⊕ K1 ⊕ K2 とおくと, T
4δ
≈ 1

である. したがって, Corollary 5.9 より, ある b′ ∈ A + C1 で, b′
16δ≈ 1, π(b′∗) = a

−1/2
11 −a−1

11 a12 0

0 1 0

0 0 ∗

 on K0 ⊕K1 ⊕K2 を満たすものが存在する. すると,

π(b′ab′∗) =

 a
−1/2
11 0 0

∗ 1 0

0 0 ∗


 a11 a12 0

a21 a22 ∗
0 ∗ ∗


 a

−1/2
11 −a−1

11 a12 0

0 1 0

0 0 ∗



=

 a
1/2
11 a

−1/2
11 a12 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


 a

−1/2
11 −a−1

11 a12 0

0 1 0

0 0 ∗



=

 1 0 0

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


である. 今, b′ab′∗ は positiveなので,

π(b′ab′∗) =

 1 0 0

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


となり, π(b′ab′∗)E = E がわかる.

ここで, k := (b′ab′∗)1/2 とおくと,

∥k∥2 = ∥k2∥ = ∥b′ab′∗∥ ≤ ∥(b′ − 1)ab′∗∥+ ∥ab′∗∥

≤ (16δ + 1)∥b′∗∥

≤ (1 + 16δ)2

なので, ∥k∥ ≤ 1 + 16δである. ψ : C(Sp(k)) → C∗(k, 1)を functional calculus (Theorem 2.8)と

する.

f(x) :=

1 (if 0 ≤ x ≤ 1 and x ∈ Sp(k)),

1
x (if 1 < x and x ∈ Sp(k))

とし, f(k) := ψ(f)とおくと,

∥f(k)− 1∥ ≤ 1− 1

1 + 16δ
=

16δ

1 + 16δ
< 16δ
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である.

g(x) := x2f(x)2 =

x2 (if 0 ≤ x ≤ 1 and x ∈ Sp(k)),

1 (if 1 < x and x ∈ Sp(k))

とする. すると,

π(g(k)) = π(g(1))E = E

∥g(k)∥ = ∥k2f(k)2∥ ≤ 1

がわかる. 以上より, b := f(k)b′ ∈ A+ C1とおけば,

∥b− 1∥ = ∥f(k)b′ − 1∥

≤ ∥f(k)b′ − b′ + b′ − 1∥

≤ ∥b′∥∥f(k)− 1∥+ ∥b′ − 1∥

≤ (1 + 16δ) · 16δ + 16δ = 32δ(1 + 8δ),

∥bab∗∥ = ∥f(k)b′ab′∗f(k)∥

≤ ∥f(k)k2f(k)∥ ≤ 1,

π(bab∗)E = π(f(k)k2f(k))E = π(g(k))E = E

なので, δを ε ≥ 32δ(1 + 8δ)を満たすように取ればよい.

Theorem 5.11. 任意の C∗-algebraは, Property 1.3を満たす.

Proof. 任意の F ⋐ A, A の irreducible representation π : A → B(H), H 上の finite rank

projection E, ε > 0を取る. この ε > 0に対し, Lemma 5.10より, ある δ > 0が存在する. 今

π(A)′′ = B(H)より, π(A)′′ は injectiveであるので, Lemma 5.7より, ある net Tλ ∈ A ⊙ Aで,

以下の 1～3を満たすものが存在する.

1. Tλ ∈ co{x⊗ x∗ | x ∈ A, ∥x∥ ≤ 1},

2. ∥LaTλ −RaTλ∥Λ → 0, a ∈ A,

3. π(p(Tλ))
σ-w→ 1 in B(H).

3より, π(p(Tλ))
s→ 1 in B(H)なので, a ∈ K(H)に対し, π(p(Tλ))a

n→ aである. 特に,

3’ π(p(Tλ))E
n→ E

である. したがって 1, 2, 3’より, 適当な λ0 ∈ Λを選べば, ∥xi∥ ≤ 1なる xi ∈ Aと,
∑n

i=1 ti = 1

かつ 0 < ti < 1なる ti ∈ Rが存在して, Tλ0 =
∑n

i=1 ti(xi ⊗ x∗i )と表せて,

∥LaTλ0 −RaTλ0∥Λ < ε, a ∈ F,

∥π(p(Tλ0))E − E∥ < δ
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とできる. ここで, yi := t
1/2
i xi とおくと,

∑n
i=1 ∥yi∥2 ≤

∑n
i=1 ti = 1であり, Tλ0 =

∑n
i=1 yi ⊗ y∗i

かつ, ∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ayi ⊗ y∗i −
n∑

i=1

yi ⊗ y∗i a

∥∥∥∥∥
Λ

< ε, a ∈ F,∥∥∥∥∥π
(

n∑
i=1

yiy
∗
i

)
E − E

∥∥∥∥∥ < δ

となる. 今, π は irreducible なので, Lemma 5.10 より, ある b ∈ A + C1 が存在して, z :=

(z1, z2, · · · , zn) := (by1, by2, · · · , byn)とおくと, ∥b − 1∥ < ε, ∥zz∗∥ ≤ 1, π(zz∗)E = E を満た

す. ここで, ψ : A ⊙ A → B(A) を x ∈ A に対し, ψ(a ⊗ b)(x) := axb により定める. すると,

s :=
∑m

i=1 ai ⊗ bi に対し,

∥ψ(s)∥ = sup

{∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixbi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ∥x∥ ≤ 1

}
≤

m∑
i=1

∥ai∥∥bi∥

なので, ∥ψ(s)∥ ≤ ∥s∥Λ である. よって, ψは norm-decreasing linearなmap ψ : A ⊗̂ A → B(A)

に拡張できる. 以上より, a ∈ F , x ∈ Aに対し, M := max{∥a∥ | a ∈ F}とおくと,

∥ ad aAd z(x)∥

=

∥∥∥∥∥a
(

n∑
i=1

zixz
∗
i

)
−

(
n∑

i=1

zixz
∗
i

)
a

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ψ
(

n∑
i=1

azi ⊗ z∗i

)
(x)− ψ

(
n∑

i=1

zi ⊗ z∗i a

)
(x)

∥∥∥∥∥
≤ ∥ψ∥

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

azi ⊗ z∗i −
n∑

i=1

zi ⊗ z∗i a

∥∥∥∥∥
Λ

∥x∥

≤

(∥∥∥∥∥
n∑

i=1

azi ⊗ z∗i −
n∑

i=1

ayi ⊗ y∗i

∥∥∥∥∥
Λ

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ayi ⊗ y∗i −
n∑

i=1

yi ⊗ y∗i a

∥∥∥∥∥
Λ

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

yi ⊗ y∗i a−
n∑

i=1

zi ⊗ z∗i a

∥∥∥∥∥
Λ

)
∥x∥

であるが, ∥∥∥∥∥
n∑

i=1

azi ⊗ z∗i −
n∑

i=1

ayi ⊗ y∗i

∥∥∥∥∥
Λ

≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

abyi ⊗ y∗i b
∗ −

n∑
i=1

abyi ⊗ y∗i

∥∥∥∥∥
Λ

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

abyi ⊗ y∗i −
n∑

i=1

ayi ⊗ y∗i

∥∥∥∥∥
Λ

≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

abyi ⊗ y∗i (b
∗ − 1)

∥∥∥∥∥
Λ

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

a(b− 1)yi ⊗ y∗i

∥∥∥∥∥
Λ

≤
n∑

i=1

∥a∥∥b∥∥yi∥2∥b∗ − 1∥+
n∑

i=1

∥a∥∥b− 1∥∥yi∥2

≤

(
n∑

i=1

∥yi∥2
)
∥a∥∥b− 1∥(2 + ε)
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≤Mε(2 + ε) ≤ 3Mε

なので,

∥ ad aAd z(x)∥ ≤ (3Mε+ ε+ 3Mε)∥x∥

= (6M + 1)ε∥x∥

より, ∥ ad aAd z∥ ≤ (6M + 1)εとなるので, Property 1.3を満たすことがわかった.
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